LE SUPERFICIE A CURVE SEZIONI 
DI GENERE 3 


Questo lavoro è da considerarsi come il seguito dell'altro, 
comparso già in questi Annali sotto il medesimo titolo (tom. XVI, 
1909) e ehe noi indicheremo con (A) tutte le volte che ci occorrerà 
di citarlo; e i due, considerati insieme, risolvono pienamente il 
problema della determinazione di tutte le superficie a curve sezioni 
(piane o iperpiane) di genere 3. 

In (A), dopo aver distinte le superficie in discorso in due 
specie, si osservò che, data una ricerca precedente del prof. CA- 
STELNUOVO, bastava limitarsi alla determinazione di quelle di 2° 
specie e si procedette alla parte meno agevole della enumerazione 
dei tipi, cioè a quella riguardante le superficie normali dello spa- 
zio ordinario : qui si caratterizzano le superficie normali, sempre 
di 2° specie, degli iperspazi e così la ricerca vien portata a com- 
pimento. 

Ma, come era prevedibile, e come era stato già rapidamente 
accennato nella prefazione di (A), i risultati ottenuti in questo 
secondo lavoro non si limitano a una pura enumerazione di tipi, 
bensì conducono a fissare i tratti essenziali della teoria delle su- 
perficie a curve sezioni di genere 3. 

Essi infatti permettono di asserire, in primo luogo, che: 

Ogni superficie normale di 2° specie dello spazio ordinario si 
può convertire in un cono cubico ellittico per mezzo di una trasfor- 
mazione cremoniana dello spazio ambiente, 

e poi, traendo partito appunto da questo teorema, ehe: 

Ogni superficie di 2% specie a curve sezioni (piane o iperpiane) 
di genere 3 o coincide con una di certe superficie, di due tipi distinti, 
dello spazio a cinque dimensioni o può ottenersi da una di queste 
mediante una proiezione (du punti esterni o non). 
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Le superficie dell’$,, cui qui si allude, son tutte dell’8° ordine, 
ma si distinguono in due tipi a seconda dell’assenza o meno di 
punti singolari. 

Quelle del 1° tipo son prive di punti doppi e, nel classico senso 
della geometria della retta, rappresentano le congruenze delle corde 
delle quartiche sghembe ordinarie di 1° specie; quelle del 2° tipo 
sono dotate di due rette doppie sghembe (distinte o infinitamente 
vicine) e rappresentano certe particolari congruenze di 4° grado, 
complete intersezioni di due complessi quadratici. 

Le une e le altre si lascian poi definire come intersezioni par- 
ziali di una quadrica e di una varietà normale a tre dimensioni 
del 6° ordine, luogo di una co! ellittica di piani. 

Naturalmente non si tralascia di assegnare, anche per le su- 
perficie di 2* specie iperspaziali, una rappresentazione sul cono 
cubico; e così, tenendo presenti teoremi già stabiliti dai proff. 
CASTELNUOVO e DE-FRANCHIS, si arriva facilmente alla classifica- 
zione di tutti i sistemi lineari semplici di genere 3 e dimensione 
non inferiore a 3 tracciati sopra il cono cubico ellittico. 


CAPITOLO I. 


RIDUZIONE AL CONO CUBICO DELLE SUPERFICIE 
NORMALI DI 2* SPECIE DELLO SPAZIO ORDINARIO 
PER MEZZO DI TRASFORMAZIONI CREMONIANE 


1. In (A) fu dimostrato che tutte le superficie normali dello 
spazio ordinario a curve sezioni di genere 3 e di 2" specie, cioè 
con un solo fascio di superficie cubiche (sub-)aggiunte, sono del 6° 
ordine e contengono un fascio ellittico di coniche, distribuite 
a) o a coppie nei piani di un fascio, 

o una per una nei piani di una sviluppabile, che può essere 
B) una sviluppabile non conica di 4" classe, oppure 
y) un cono di 3" classe e del 6° ordine. 

In questo capitolo assegneremo le formole delle trasformazioni 
cremoniane che servono a mutare in coni cubici (ellittici) le super- 
ficie enumerate in (A)(!); e in tal modo resterà dimostrato che 


(4) Naturalmente (occorre appena l’avvertirlo) se esiste una trasformazione 
cremoniana che muta una superficie in un cono cubico ellittico ne esistono 
addirittura infinite. 
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esse sono equivalenti a coni cubici non solo dal punto di vista 
delle trasformazioni birazionali (ciò che è ben chiaro), ma anche 
dal punto di vista delle trasformazioni cremoniane. 


2. Ipotesi a). 
Cominciamo dal considerare le superficie con le coniche situate 
a coppie nei piani di un fascio. 
Esse sono di due tipi generali, in quanto che [(A), n. 25] la 
linea doppia può esser formata: 
a’) dai sei spigoli di un tetraedro e da una retta che si ap- 
poggia a due suoî spigoli opposti, oppure 
a") dai sei spigoli di un angoloide tetraedro completo e da 
una retta ulteriore appoggiata a due suoi spigoli opposti. 
Ciascuno dei casi a’) ed a”) ammette poi un caso particolare 
caratterizzato dall’avvicinarsi indefinito di due certe rette doppie 
ad altre due delle rette medesime. 


3. Caso g’). 
All’equazione della superficie F più generale corrispondente 
allipotesi «^, assegnata già in (A) al n. 19, scegliendo opportuna- 
mente il tetraedro fondamentale, può darsi l'aspetto: 


Ba? a? (ax, + bx y? + 
(1) + a, a (ax, + bz.) (ev, + dz. )(Dz? + Ex, v, + Ga?) + 


| + Ka? a? (ex, + da? = 0. 


Ora si applichi ad F la trasformazione cremoniana definita 
dalle formule : 


Qu = dyi ya Ya oY; = 4, X4 (ax, + ba.) 
QX3 = di Jas 0j; = 2 Va (cx, + das) 
(2) ossia 
ox, = (by, + y) (ay$ — 04,43) OY, = 2, v, (ex, + da.) 
ox, = dy, (ey; — ey, Y) gy, =, (adx m, — box, m); 


essa si cangerà nel cono cubico F’: 


By, (by, +0) + v [D (by, +4) + Ed y, (by, + y) t G ? y?] 4- 
(3) 
+ Kay, p=. 
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Le immagini delle sezioni piane C di F sono dunque date su 
F’ dalle curve €^ secondo cui F’ è tagliato dalle superficie cubi- 
che del sistema lineare 


dy, V, Aa y, + 4,93) + (032 — ey, y ) (2, (by, + v) + 4,94) — 0 


le quali passano per la retta y, = y = 0, per la retta y, = by, + 
+ y4 = 0 (ehe sta sul cono F’), per la retta y, = y = 0 (lungo la 
quale toccano tutte il piano y, = 0), e per la conica X? rappresen- 
tata dalle equazioni : 


y, = ay — 09, 3, — 0. 


Notisi poi che le superficie medesime toccano il cono F’ nel 
punto y = ys = Y, = 0, che in y, = Y = y4 = 0 hanno un punto 
doppio eonico e che in y, = J, = y, — 0 hanno un punto doppio 
biplanare, uno dei piani osculatori essendo fisso e eoineidendo con 
yı, — 0, cioè col piano ivi tangente al cono F’. 

Segue che le €^ sono curve dell’8° ordine, passanti due volte 
per il vertice di F’, con tre punti doppi nei vertici 1, 3, 4 del 
tetraedro fondamentale dello spazio (y, Y3 Y3 Y4) e due punti semplici 
nei punti ove la conica k? incontra F’ fuori di 1 e 3 Ò. 


4. Caso particolare. 

La superfieie del n. precedente puó presentare un easo parti- 
colare, e questo si ha quando delle due quadriche, che in (A) furo- 
no indicate con dj e con ®; e che in generale si spezzano in 
coppie di piani distinti, una (ed una sola) si spezza in un piano 
contato due volte. 

Allora allequazione della superficie che continueremo a chia- 
mare F si può dare la forma: 


Bo aj (as, + ba + a, ad (ae, + ba) (Da + Er, v, + G2) + 
(4) 
+ Exi xi = 0 


(4) Il fatto, che ognuna delle ourve C’ ha, fuori del vertice F', tre punti 
doppi, collima, per una notissima formula del prof. SEGRE (Math. Ann., Bd. 34), 
con l’altro che le C’ bisecano in punti variabili le generatrici di F’ e sono del 
genere 3. Notisi poi che la conica k? tocca F' in 1 e 3. 
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e questa mediante la trasformazione cremoniana definita dalle 
formule : 


go, = bY; y, eia cor 
Qu, = by, y, y, oY, = 2 
(5) ossia 
Que, = (Y, y, — ay?) y, oy, = a, v, (az, + de) 
Voz, = (9, 9, — aJ) V, gy, = 25 2, 


si cangia nel cono cubico F’: 
(6) By? y, 4- y, (Dyî +.Ey,u, + dv) 4 Ey? y, — 0. 


Il sistema | C| delle sezioni piane di F si muta nel sistema 
| €^ | tagliato su F’ dal sistema lineare di superficie cubiche : 


by, Yz (A, + 4,94) + (9, 9, — 095) (A y, + 4,9) = 0 - 


Queste superficie passano per la conica k? rappresentata dalle 
equazioni 


y, = Yz Y, — ay? 0 


e per le rette: y, = y, = 0 (che sta sul cono F^, Yy, = Y, = 0 © 
y, — y, — 0; di più lungo quest’ultima toccano tutte il piano y,— 0. 

Notisi inoltre che esse hauno due punti doppi in y, — y4 = 
= y4, =Q e y=Y=Y,=0, quest’ultimo essendo biplanare eon 
uu piano osculatore fisso in y, = 0; e che nel punto y, = y, = ya = 0 
esse toccan tutte il cono F’. 

Si conclude allora che | C^| è un sistema di curve dell’8° or- 
dine, con un punto-base doppio nel vertice di F’, con altri tre punti- 
base doppi nei punti y; = Y3 = Y4 = 0, Y = Y =Y = 0 e y, — 
= Y = y4, = 0, e due puuti-base semplici in quelli ove la conica 
k? è tagliata dalla retta y, = By, + Dy, = 0. 


5. Caso a"). 
Per quanto è stato stabilito in (A) al n. 22, disponendo con- 
venientemente del tetraedro fondamentale, si può fare in modo che 
l'equazione della superficie di 2° specie F assuma qui (nelle ipotesi 
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più generali) l’aspetto : 
Aa? a (ax, -- bx. Y* + v, x, (av, + da) (cao, + da) (Da? + Ex x, + 
(7) 
+ da?) + Hw? a? (ca + dz P — 0. 


Per convertire questa superficie in un cono cubico basta ap- 
plicarle la trasformazione : 


ga, = (ady, + by) y? oy, = (ez, + dx) v, 2, 
Qt, = (boy, + dy) y, y, oy, = (ax, + bx.) x, v. 
(8) ossia 
pt, = (Yi — ay, Yy) V, oy, = (ex, + deja 0, 
gx, = (y? — acy, y) y, oy, = (ax, + bz) (ez, + da) ©, 


Si trova con ciò il cono F’: 
(9) Ay V, + v, (Di + Ey, y, + Gy) + Hg =0 


su cui il sistema | C'|, immagine del sistema |C| delle sezioni 
piane di F, è tagliato dalle superficie cubiche : 


À, 95 (ady, + by) + å, y, Y, (bey, + dy) + (4, Ys H4 y) s — acy, Y) = 9. 


Queste superficie passano tutte per le rette: y, = y, = 0, 
y, = Y — 0 (che sta sul cono JF"), ady, + by, = bey, + dy, — 0, 
Y = Y, = 0 e lungo quest’ultima toccano tutte il piano y, = 0. 
Di più si vede che esse hanno due punti doppi in y, = Y = y, = 0 
e y, — y4 = y, — 0 (quest’ultimo essendo biplanare con un piano 
osculatore fisso nel piano y3 = 0, ivi tangente al cono F’) e che 
la retta y4 = y, = 0 si stacca tre volte dalla linea d’intersezione 
di due qualunque di esse. 

Si trae allora che | C^| è un sistema di curve dell’8° ordine 
con un punto-base doppio nel vertice di F’, con altri tre punti- 
base doppi (di cai uno cade in y, = y, = y, = 0 e altri due si av- 
vieinano indefinitamente a y, = yz = y, = O0 lungo la direzione 
Ya = y4, = 0) e due punti-base semplici (nei punti ove la retta 
ady, +- by, = bey, + dy, — 0 incontra, fuori di y, = y4 = y, — 0, 
il cono F’). 
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6. Caso particolare. 

Il caso cui qui si vuol alludere si presenta quando, per la 
superficie considerata nel n. precedente, delle due quadriche indi- 
cate in (4) con d; e Di e spezzate in due coppie di piani, una si 
riduce a un piano contato due volte. Allora Pequazione della su- 
perficie F, preso convenientemente il tetraedro fondamentale, è: 


(10) Aaiz?-- zx? (em, + d ) (Dx? + Baa, + Ga?) + Hewes +-da, — 


cioè si deduce dalla (7) facendovi b— 0 e a=1. 

Ma allora si vede subito che tutte le conclusioni precedenti 
non subiscono che cangiamenti lievi. 

Così la F si muterà nel cono cubico F’ T A T dalla 
(9) mediante la trasformazione : 


cz, = dy, y; oy, = (cx, + da.) v, v, 
Qt, = dy, y, V, oy, = 259, 
(11) ossia 
—(yi— cy, V) Yz oy, = (ca, + de.) e, a 
ov, = (yj — ey, y) v, oy, = (ca, + de) v, à, 


e sopra F’ il sistema | €| delle sezioni piane di F sarà sempre 
rappresentato da un sistema | C^| di curve dell’8° ordine; solo che 
questa volta |C'| ha nel punto y, = y4 = y, — 0, non solo due 
punti-base doppi infinitamente vicini, ma anche altri due punti- 
base sempliei. 


7. Ipotesi DB); prima alternativa, 

Ed ora passiamo a considerare le superficie di 2° specie con 
le coniche situate nei piani di una sviluppabile non conica di 4* 
classe. 

Come risulta da (A), le superficie di questo tipo si dividono 
in due categorie secondo che sono irriducibili o no le loro cot su- 
perficie cubiche (sub-)aggiunte: limitiamoci per adesso alla consi- 
derazione della prima alternativa. 

Allora le coppie di piani che contengono le coppie di coniche 
costituenti le aggiunte alle sezioni piane della superficie F, che si 
considera, si tagliano secondo le generatrici di una schiera rigata 
Z di una quadrica Q non specializzata, e le superficie cubiche 9 
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aggiunte ad F tagliano Q secondo una retta variabile in XY e una 
quintica fissa formata da due direttrici di X,d; e d, e da una 
cubica gobba 03 doppia per F e bisecata da d, e dẹ. Le rette d, 
e d, sono poi quelle che, insieme con la linea doppia (del 7° ordine) 
di F, completano la linea base del fascio delle ®. 

Qui è opportuno osservare che se pure C? si spezza, non può 
mai accadere che una sua parte sia formata da d, o d,. 

E infatti o d, e d, sono distinte e allora tanto lungo d, quanto 
lungo d, una superficie D è toccata da uu medesimo piano (t) (va- 
riabile da superficie a superficie) e quindi è impossibile che d, o 
d, si stacchi due volte dalla intersezione di Q con una superficie 
P; o d, e d, coincidono in una stessa retta d e allora le superficie 
d sono rigate cubiche con la direttrice doppia in d e d è per la 
superficie P una retta taenodale (almeno), in ogni punto di d il 
piano tacnodale essendo il secondo piano osculatore in quel punto 
alla superficie D che ha come primo piano osculatore il piano ivi 
tangente alla quadrica Q(?) Segue ehe se d facesse parte della C3, 
l'intersezione di d con un piano qualunque dello spazio sarebbe, 
per la sezione di F giacente in esso, un punto doppio a cui sareb- 
bero venuti infinitamente vicini altri due punti doppi in direzioni 
distinte: cioè d sarebbe almeno tripla per F, mentre ragionamenti 
analoghi ad altri già fatti in (4) assicurano che una superficie di 
22 specie del 6° ordine non può avere rette triple. 

Ora, supposto che d, e d, siano distinte, può darsi che 

B8) €? si appoggi a d, in due punti distinti 4, e B, e a 
d, in due punti distinti 4, e B; oppure che 

B^) €? tocchi d, in un punto A, = B, e si appoggi a d, 
in due punti distinti A, e B,(?; e analogamente se d, e d, coin- 
eidono in un'uniea retta d, può darsi che 

B") C? si appoggi a d in due punti distinti A e B, oppure 
che 

f'") €3 tocchi d in un punto A. 

Queste ipotesi, nel caso che €3 sia irriducibile, furono già 
considerate in (4) (di eui abbiamo pure mantenute tutte le nota- 


(4) Cfr. (4), n. 29. 
(3) Questa osservazione non è esplicitamente fatta in (4), ma si giustifica 
subito ed è implicitamente contenuta in quanto ivi vien detto nei n. 34, 35 


e segg. 
(3) Per quel ehe è detto in (4) al n. 33 non può accadere che C? tocchi 


tanto la retta d, quanto la retta dọ. 
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zioni): quindi, in virtà dell'esservazione ora fatta, la prima alter- 
nativa dell'ipotesi f) sarà compiutamente discussa quando accanto 
ai easi ^, #7), #77) e 8%) cou la C? irriducibile si siano contem- 
plati anche quelli con la C? variamente spezzata. 


8. Caso fl). 
Qui [efr. (A), n. 31] l'equazione della superficie F, scelto con- 

venientemente il tetraedro fondamentale, può scriversi : 

A o (ca) 25 4 + (eb) 2,0, + (04) 2,02][(d@) 2203 +- (db) v, Vy + (Ac) v, 25] va, + 

Ag [(ca) £o 0, + (cb) 2,0, + (ed) vs] [(aD) 220, + (a6) Lo e, + (nd) 07 03) 0,04 + 

A4 [(ca) 2,2, + (65) 0,6, + (6) 2,03] (Pa) 232, + (be) 2,0, + (bd) v, 3| os + 

Ass [(da) 2,3 + (db) 2,23 + (de) v xs] (0) 220, + (0), 0 + (d) v5] 0,04 + 

Ag, (da) £o £y + (46) x vy + (de) 425) (Pa) 230, + (he) e, v4 4- (bd) 2,0;] v3 + 
| Agab) 23%, + (ac) 232, Had) 2,03] [Kbat ge, + (bo) 2,0, + (bd)m, 23] v, 25 —0, 


(12) 


Ora si applichi a questa superficie la trasformazione rappre- 
sentata dalle formule: 


! ez, = [(eu) yg + (ed) y, + (44) Yel Yi Ya 
0%, = |(db) y, ys + (40) ya v, + (be) v4 val va 
Qt == [(d0) y, Ya + (de) Ya Y4 + (bo) v, a] ts 


Qui = (ea) ya + (ed) y, + (ad) Ya] v, Y3 
(13) ossia 


gy, = [(da) £a £y F (4b) v x, + (dele, 23 v, 23 
04, = [(ca) x, xa + (cb) m, x, + (ed) v, Xa] v5 24 
dyg = [(da) £o v4 + (db) x, €, -]- (de) a, e| Lo v, 
oy, = [(da) x, e, + (4b) v, x, + (de) a, La] v4 2s ; 


|! 


Il 


essa si convertirà nel cono cubico F': 
A (04)? y Y2 Ya + Aus (cd) [(ad) y + (ca) vs] yo Ys + 
ti + Au(ed) [(bd) ya + (cb) ys] Y1 Y2 + os (cd) (ad) yo + (ca) ys] vi Y3 + 
Ww + A,, (cd) [(04) y, + (cb) y,]y? + 


+ Aa. [(a4) ye + (ea) ys] [(0d) yo + (60) ys] y = 0 . 
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Su questo il sistema | C^| , immagine del sistema | € | delle sezioni 
piane di P, vien tagliato da superficie cubiche, le quali passano 
per la retta y, = y; = 0, per la conica k? secondo cui il piano: 


(ca) ys + (ed) y4 + (ad) y, = 0 


taglia la quadrica 


(db) y, Ya F (de) Ya Ya + (he) y, ya — 0, 


e per la retta y, = y,— 0, toccando lungo quest’ultima il piano 
y=0. 

Aggiungasi che esse hanno tutte dei punti doppi in y, = y4— 
=WY,=0 e y, = y, = (ad) y, + (ca) y =0 e che nel punto y, = 
= Y = y4, = 0 toccano il piano (db) y, + (bc) y9 = 0 ivi tangente al 
cono F’; di più la conica k? passa per il punto y, = y, = (ad) y, + 
+ (ea) y, = 0, tocca in y, = y = y, = 0 il cono F’ e si appoggia 
alla retta y, = y, = 0. 

Segue allora che |C^| è un sistema di curve dell'8? ordine, 
con un punto-base doppio nel vertice di F’, con altri tre punti- 
base doppi nei punti y, = y,— y,— 0, y, =Y = y,— 0e y= 
= y, = (ad) y, + (ca) y, = 9, e due punti-base semplici nelle inter- 
sezioni di k? con F” che non cadono nei punti nominati più sopra. 


9. Casi particolari. 
In (A) per scrivere l'equazione della superficie considerata nel 

n. precedente si suppose che fossero distinti i quattro vertici del 
quadrangolo gobbo A, A, B, B, e che inoltre fosse irriducibile la 
C? doppia della superficie. Ora manteniamo la prima ipotesi, ma 
togliamo Ia seconda, cioè supponiamo che C? si spezzi. Lo spezza- 
mento potrà avvenire 

B1) in una conica (irriducibile) e in una retta, oppure 

Bs) in tre rette. 
Entrambe queste alternative si esaminano facilmente; poichè 
badando al fatto ehe la C? (omai spezzata) deve contenere i quat: 
tro vertici del quadrangolo gobbo e che nessuna delle parti di C? 
può coincidere eon d, o con d,, si conclude subito che nell'alter- 
nativa fj) la retta che fa parte di C? coincide con uno dei lati del 
quadrangolo gobbo, e sia A, B,; e che nell’alternativa f) delle tre 
rette che fan parte di C? due coincidono con due lati opposti del 
quadrangolo in discorso, per es. con A, B, e A, B, , mentre la terza 
si appoggia a ciascuno di questi lati in un punto. 
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Analiticamente, tenendo le notazioni di (A) e del n. precedente, 
si vede subito che l’alternativa fi) corrisponde al supporre (ad) = 0, 
e che la #5) corrisponde al supporre (ad) = (be) — 0. Ora nessuna 
delle considerazioni fatte qui al n. 8 diventa illusoria, quando vi 
si faccia (ad) = 0 oppure (ad)= (bec) = 0, quindi la discussione dei 
casi particolari fi) e #3) non presenta nessuna difficoltà. 

Si trova così che tanto nell’ipotesi fi) quanto nell'ipotesi 8) la 
superficie F è riducibile a un cono cubico (ellittico), le immagini 
delle sezioni piane essendo curve dell’8 ordine con un punto dop- 
pio nel vertice del cono, con altri tre punti-base doppi, di cui due 
sono infinitamente vicini, e due punti-base semplici. 

Quanto alla linea doppia di F, oltre che dai lati del quadran- 
golo gobbo A, A, B, B,, essa è costituita: 

nell'ipotesi £j) da una conica, passante pei due vertici A,, 
B, del quadrangolo e appoggiata al lato A, B,, e da una retta 
infinitamente vicina ad A, B, nel piano che passa per A, B, e tocca 
la conica; 

nell’ipotesi 05) da due rette, di eui una è infinitamente vici- 
na ad A, B,, l’altra ad A, B, e infine da una retta alteriore se- 
condo la quale si intersecano i due piani che contengono le due cop- 
pie di rette infinitamente vicine della superficie. 


10. Caso fi^). 
Questa volta equazione della superficie F è, rispetto a un op- 
portuno tetraedro fondamentale [cfr. (4), n 32]: 
A13 [(&1 — ao) 4» 2, + (by — do) 43 £4 + (€1 — co) X2 LË Xo v» + 
241» [(a1 — ao) 4» 24 + (b1 — bo) £ £4 + (61 — Co) 4 3] >< 
[a — a) v, z, + (ab) à? + (ac) z, v] x, v, + 
2A 13 [(& — 9) Xa 24 F (b — bo) £3 24 + (eq — Co) L2 x3] >< 
iO, — 5,) 2, x, + (ba) à? + (be) v, a] v, v, + 
a5) (24s Kn, — e) 2, 2 + (0) 2? + (00) 2, w] >< 
Kb, — b) 2,7, + (ba) a + (bo) 2,0] a? + 
2A, Ka, — «,) 2, 2, + (ab) a? + (ac) a, 0] x 
[(e, — 0) £, e, v, + (ca) 2, a? + (eb) v, a] e, + 
2A, [O — 5) v, v, + (ba) 27 + (be) v, e] 


[e — €,) 2, *, x, + (ea) x, à? + (eb) x, cile, — 0. 
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Applichiamole la trasformazione definita dalle uguaglianze : 


ox, = (a, — « 9, 9, y, F (b, — hg? y, H (e, — 0) 9,9, V, — 
— (ab) y? y, — (ae) y, y, V, 

(16) | oz, = (a, — e) Y3 9, 

Qu, = (a, — a) y y, 

Q5, — (a, — 0) 9, 9; 9, 
ossia da 

i 0Y1 = [(&o — 4) £a 4 + (do — di) s 4 + (Co — 61) tà La) Ls V4 

0Y = [(0 — a1) 12.04 F (by — da) 4 La F (Co — C1) Lo $5] Vo vs 

(16) 


oy, = [a — a) «, v, F (b — b) e, v, + (e, — e) o, m. o2 


ay, = KA = 4) x, %, + (ab) x? + (ae) &.] v.m 
e così troviamo che essa si converte nel cono cubico F’: 


A, (0, — a1 9M. oce MD — a ym is 
+ 241 (ao — 1) [(00) ys + (b1 — bo) Yal Y2 Ya — 
(17) — 2A23 (ay — th) [(ab) ys + (b — bo) yi] Ys Ya — 
— 2 Ag, (a9 — aa) [(t6) Ys + (ex — co) Ya) Y2 Ya + 
+ 243, [(@0) ya + (b1 — do) va] Kac) ya + (ci — 09 Yal 9s = 0; 


sul quale il sistema lineare | €' | corrispondente al sistema | C | delle 
sezioni piane di F vien secato da superficie cubiche ehe passano 
per la retta y, = y4 = 0, toccano il piano yg — O0 lungo la retta 
y, =Y — 0 (che si stacca tre volte dalla linea d'intersezione di 
due qualunque di esse) e passano per la retta y, = (ab) y + (b, — 
— by) y, = 0, situata sul cono F’, Di più, hanno un punto doppio 
in y, = Y — y, = 0 e un altro punto doppio in y, = y; = yg = 0 
eol cono oseulatore fisso: 


(a, — 8) 93 9, + — 50 vi TF (op — 6v y, = 


mentre nel punto y, = yg = y, = 0 esse toccan tutte il piano y3=0 
che è ivi tangente pure al cono cubico F’. 
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Se ne trae che | C^| è un sistema di curve dell’8° ordine con 
un punto-base doppio nel vertice di F’, con altri tre punti-base 
doppi nei punti y, = Y =Y = 0; y=%=%=0; 3, — Js — 
= y, = 0 e con due punti-base semplici avvicinatisi indefinitamente 
in direzioni generalmente distinte al punto y, = y; = Y = 0. 


11. Caso particolare. 

Manteniamo ora tutte le ipotesi del n. precedente e del n. 32 
di (A) prescindendo soltanto da quella che riguarda l’irriducibilità 
di 03, 

Si vede allora che Punico caso possibile è quello in eui C? si 
spezza in una retta coincidente con A, A, (o A, Bo) ein una conica 
passante per A, e B, (o0 A, e A). Esso corrisponde al supporre 
nei calcoli del n. 32 di (A) a, — a, = 0 oppure 5, — 5, — 0. 

Se supponiamo b, — b, — 0 anche i calcoli del n. precedente 
continuano a sussistere tutti salvo leggeri mutamenti; e si trova 
sempre che F si può rappresentare sopra un cono cubico (ellittico) 
mediante un sistema di curve dell’8° ordine dello stesso tipo di 
quello incontrato più sopra. 

Quanto alla linea doppia di F essa è formata da una conica 
per A, e Aa, da due rette doppie infinitamente vicine ad A, A, e 
da tre rette doppie infinitamente vicine ad A, B,. 


12. Caso p''^). 
Qui, perehé risulti pià rapida la discussione dei casi partico- 
lari che seguono nel n. successivo giova scrivere l'equazione di F 
in modo leggermente diverso da quello che si trova in (A) al n. 35. 
Ivi comparivano due coni quadrici, dei quali Puno era rap- 
presentato da 
x? + as, = 0, 
l’altro da 
e - , E 
di or, 2,—90. 


Ebbene scriviamo le equazioni di questi due coni nella forma: 
la? 4- ar, æ — 0, me? + ex s, = 0; 
allora l'equazione di F assume l'aspetto voluto: 
[ A, €? 92 (m a? + ex, x, — 
(18) (24A,, ac, x, (ma? + ex m.) (I2 + ax) F A, aa? (la? + am m)? + 


23 3 2 2 Bp ; 
24A, Cx, na? + 02,2.) (Ima? x, + alza? + a?z5 x, — aca e, £) + 
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f 2 J 2 2,2 -— d — 
| 2A,, (ax, (Ix? + ac, x) (mx, zt + mex x? + e?x?z, — acs ot) 
; 2 - 2 Dalia — mp 
(18) (24, (Imz? x, + ala, a? + a? a2 a, — aez, £ £) X 


2 2 P = 
(Ima, x? + mes a2 4 è? x2 x, — acs 2,0) — 0. 


Adesso applichiamo alla F la trasformazione cremoniana : 


| ex, = (ly, — ey) Y, 9, oy, = (la? + ax, v) v, 2, 
ox, = (my? — ay, Yy) Ya oy, = (la$ + am, a) v, a, 
(19) ossia. 
ex, = (my? — ay, Y) y, oy, = (ma? | cx, 2.) w3 
oe, = (ly, — ey) y? oy, = (la? + ax, m) x,%,: 


essa andrà nel cono cubico F’: 


| Ap Uy, — 2A, aey,? + Ag + 2A 30 (ly, + ay, — UVA 
(20) + 24,0 (my? — a3, y, + CY, 9,9 9, — 
— 2A, (ly, + «y, — cy) (my? — ay, y, F 0i ys) — 0. 


Il sistema | C| delle sezioni piane di F si muta nel sistema 
| 0’ | tagliato sul cono F’ da superficie cubiche che passano per 
la retta yy = y, = 0 (situata sul cono F^) e per la conica k*: 


ly, — cy, = my? — ay, y, = 0; 


e inoltre toccano il piano y, = 9 lungo la retta y, = y, = 0. 

Aggiungasi che esse hanno un punto doppio in y, = Y = y, = 0 
e un altro in y; = y, = ly; — cy, — 0; e che nel punto y, = ya = 
= yJ, = 0 toccano tutte il piano y, — 0, il quale è ivi tangente 
anche al cono F’. Inoltre la conica X? incontra F’ nel punto y, = 
= Yy, = ly, — cyy= 0 e lo tocca secondo un contatto tripunto 
in y, = y4 — y, — 0; quindi la conica ed F’ non hanno che altri 
due soli punti ulteriori comuni. 

Da tutto ciò segue che le curve di | C’ | sono sempre dell'ordine 8, 
passano doppiamente per il vertice di F’ e hanno altri tre punti- 
base doppi e due punti-base sempliei; questi ultimi essendo for- 
niti dalle ulteriori intersezioni nominate più sopra della conica k? 
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e del cono F’ e quelli coincidendo ordinatamente coi punti 


Yy = Y = Y= 0, Y = Yı = lys — 0y,— 0, y, = Y =Y, = 0(0). 


13. Casi particolari. 

Per trovare l'equazione della superficie considerata nel n. pre- 
cedente si suppose in (A) che la €? doppia fosse irriducibile e che 
essa incontrasse in due punti distinti la retta d. Ebbene manteniamo 
questa seconda ipotesi, ma prescindiamo dalla prima. 

Le due rette indicate in (A) con « e b continueranno ad esser 
distinte e sghembe fra di loro e se la €? si spezza in una retta e in una 
conica, quella dovrà coincidere con a (o b) e questa dovrà toccare 
b (o a) nel suo punto d'appoggio con d; mentre se la O? si spezza 
in tre rette, di queste, due coincideranno con a e b, e la terza si 
appoggerà ad a e b in punti diversi da quelli ove esse si appog- 
giano a d. Notisi poi ehe appena la nostra superficie viene ad avere 
due rette doppie infinitamente vicine in « (o in b), necessariamente 
queste due rette non sono da considerarsi come situate nel piano 
da (o db) giacchè altrimenti le rigate ® non sarebbero irridu- 
cibili. 

Si hanno dunque due casi particolari distinti: si ha il primo, 

1, quando la €? si spezza in una retta e in una conica (irridu- 
cibile), si ha il secondo, /;") quando la €? si spezza in tre rette. 

Analiticamente, si ha il caso ĝi”) quando nelle equazioni e nei 
calcoli del n, precedente si fa m = 0 (ed l? + 0), oppure l =0 (ed 
m + 0); si ha invece il caso 7") quando vi si fa | = m = 0. Si vede 
con ciò che tutte le conclusioni cui si è pervenuti nel n. precedente 
continuano a sussistere salvo leggerissime modificazioni. 

In particolare si noti come l'ipotesi £5") conduca a una superficie 
F con due rette doppie infinitamente vicine, fra loro sghembe, in d, 
due rette doppie infinitamente vicine in a e due rette doppie infinita- 
mente vicine im b, quest'ultime due coppie di rette doppie infinitamente 
vicine essendo contenute in due piani che si intersecano in una 
ulteriore (ed ultima) retta doppia s. Le aggiunte d sono poi in 
questo caso delle rigate cubiche con la direttrice doppia in d, la 
direttrice semplice in s e le generatrici singolari in «a e b. 


(!) Per persuadersi che quest'ultimo è un punto-base doppio per |C'|si 
pensi che i punti della conica secondo cui F è tagliata, fuori delle rette doppie, 
dal piano x = 0, hanno tutti per omologo sul cono Æ" il punto y, = Y3 = y, = 0. 


26 
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14. Caso ft). 
Qui Pequazione della superficie F [cfr. (A), n. 37] è data da: 

A 0*1? R322— 2 A a ((Q— P) Ras -- Aggh*cQ—PP+ 
+2A,0hR|a(g—0)032,+2022222 )-h[ fi? 4- 3(g —e)yors a, - hans ns + 
eje ho, +(9—c)c3]+-2;[h0,+(9—0)a3]}+ 
+2Agh(cQ—-Py—0\cQ—P)—fFhQ]H-2Agz([9_eQ—-P)/R0P+ 


129 2M f RT —h T [a?x222— |a(g —cyria, — tahet, — 
—2afx2a, — a(g—c)z,42— 2aha?]z, —2M*,33— 
—h(3(g—c)ws-I- ho, Je 2-- Ah f —(g — e oy? —f (g — eyes tn, — 
—h(g— eg — fato -4-f (g — eye 2h fas) = 0 

dove 


P = ag} æ, + 23 (eas + 2he,) £o + fo? v, + ges a2 + has, 
Q = x; R = ag (£ 4, F a?) , 
T = hæ? + 2hz, $4 + (9 — e) £3 2,. 


Ora si applichi a codesta superficie la trasformazione cremo- 
niana rappresentata dalle uguaglianze 


oz, = hys y? — [2h fys + (9 — 0) Yg + 2hy,] yi Ys + Yo Vs Va 
Qt» = ays [Y3 [Y4 — (9 — e) vl — ^j] 
o% = 2ahy? 
ox, = 2ahy: y, ; 
(22) / ossia 
gy, = Lg Ly (Lo Y + a?) 
Y = ac, a? + faz a, + (g — e) v a? — hat + 2hz, (1 23, + a?) 
0Y3 = X? (L 9s A 22) 


oy, = (2 a + a) [ha + 2h, 23 + (9 — 02, o]; 
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essa si convertirà nel cono cubico F” 


A ,,028331-2 A aA? YH A AP. + 
(23) +24, ahy, -(u—0),- Mu, 14-24, fg 9-0 t hy] 
sla 2 A slo — e)y,-- Phy, ub 2A*/y- vie hy [97— (8 ES Y Yy RY Y] } =0. 


Il sistema | C'| di F’, corrispondente al sistema | C| delle se- 
zioni piane di F, è staccato su 7' da superficie cubiche le quali 
passano tutte per la retta y,=yg=0 (situata sul cono F’) e 
toccano lungo la retta y, == y, = 0 il piano y3= 0 (tangente ad 
F’ lungo la generatrice y, = y4 = 0). Di più esse hanno un punto 
doppio in y, = Yy = y, = 0 col cono osculatore fisso : 


hyi + (g — 0 yi Ys Tg = O, 


e un punto doppio biplanare in y, = y; = Y3 = 0 con uno dei piani 
osculatori nel piano fisso y, = 0. 

Segue che le €' sono curve dell’8° ordine, passanti due volte 
per il vertice di F’, con un punto doppio in y, = y,— y,— 0 e 
quivi le tangenti fisse, e infine con un punto doppio in y, = yo = 
= J; = 0. Ma è facile accorgersi che in questo punto le 0° hanno 
tutte un tacnodo con la tangente tacnodale nella retta m rappresen- 
tata dalle equazioni : 


yg = 0, ys — hy, = 0. 


La maniera più semplice per persuadersene, dopo aver notato 
che le €' hanno un'uniea tangente in y, = y, = y = 0, consiste 
nell'osservare che le sezioni del cono F” coi piani del fascio m hanno 
per immagini su F le curve segnatevi dal fascio di quadriche: 


aw a, + ha, v, -- fe, e, -- (g — e) a2 H p (e, w +22) — 0, 


quadriche che passano tutte per la cubica doppia di F e per una 
delle sue quattro rette doppie infinitamente vicine. Ma allora codeste 
curve sono quartiehe sghembe (ellittiche); il ehe significa che ogni 
curva C' è tagliata da un piano per m soltanto in quattro punti, 
fuori di m. Segue che m, poiché non può incontrare una CO’ fuori 
di y, = ys = Yy = 0, ha quivi un contatto quadripunto eon ogni 
curva C, 
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Ciò basta per giustificare la nostra asserzione. 

Si conclude che | C'| ha, al solito (fuori del vertice di F’) tre 
punti-base doppi, di cui due sono infinitamente vicini fra loro, e 
due punti-base semplici, avvicinatisi indefinitamente, in direzioni 
generalmente distinte, al punto doppio che è a distanza finita dagli 
altri due. 

Con questo, è esaurito l'esame della prima alternativa a cui dà 
luogo l'ipotesi f), poichè, come si vede facilmente, il caso f") non 
può verificarsi altro che con una €? irriducibile. 


15. Ipotesi B); seconda alternativa. 

Passiamo dunque alla seconda alternativa, cioè supponiamo che 
tutte le superficie D aggiunte ad F siano riducibili, 

Allora la curva doppia di F, come risulta da (A), è general- 
mente composta di una cubica piana nodale e di quattro rette se 
condo cui si intersecano ulteriormente due coppie di piani uscenti 
dalle sue tangenti nodali, e l’equazione di una tale superficie può 
Seriversi nel modo che è indicato in (A4) al n. 40 (i). Ma qui, per 
poter considerare insieme il caso generale e uno dei casi particolari 
che sarà notato nel n. successivo, conviene scriverla in forma leg- 
germente diversa. Per questo, al posto della prima delle (61) di (A) 
si sostituisca l'equazione 


By (ce, — Vz) = 0 
e, in conformità di ciò, si sostituisca l’equazione 
A46, RARA 
+ 24468, + 244,6 6, — 0 


all'alàÀra che ivi si aggregava alla (62) per rappresentare analitica- 
mente la ocí dei piani contenenti le coniche di F. Allora l'equazione 


(4) A questo proposito si osservi che nell'equazione di F seritta in (A) al 
n. 40 al termine che ha per coefficiente 24,, è stato soppresso, per errore, il fat- 
tore (x, — x4). 
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di F assume l'aspetto : 


A, 4KI(—a,2,-]-ag3-]-a 4v.) "(ev 2,0, —m,)m3x,— 
—92 A kfk aze (y, — 2) J-a3as(ox — 2) (— aot -H tyta) 
HZA oag A, (eaga) (0-3. -0 2022 LET 
—k[24 505 — A, ,(e23-1- a 4]? asd (e, — wawaler —3)* 1 jm, -]- 
(24) (. HA MPa eae, — a) Hiter —25) f 4,0443040), + 
FAS k aea —2 (x, —a eee, — 
A [IS im (n, o? Hag (em, 2a ee —2a )--a. (e 2) 
-F2K| Asskas (o ,— m, ym ,— À s, (02, — 23)5— 
A, [ka o (a, — e—a w (em, —2.)] [ka e (8 — x) — ax (ex, —2.) j02—0. 


Ebbene si applichi a questa superficie la trasformazione cremo- 
niana rappresentata dalle uguaglianze : 


ex —ky, (y y,—y?) 


di 
Qxy— slo (J 4 09s, 1-3) - ka cen a—JM3XKys-1-y3)— YYY — 92) 
tto 


Qa —ysys (y, — cYa) 
o4 —kysys(0o—33) 
(25) ossia 
oy =2 x(cx —%,) 
09 —49 Vb (24—14) 
oy, =2 v, 
oy =le — a a cxe ]-k?a a Hkr w (ag Haw Haa) 


47471 
2 : 
(^a a |- «,28)] ; 


essa si convertirà nel cono cubico F': 


[2:4,,2,— A (ca, +a ky, tA A N 


am Kay y2-- 2 ky. (ka y. SAUNA A MITA TA OA a,)}y,}=0. 


23 2 3404/9 


(26) 
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Il sistema lineare | ("| di F’ corrispondente al sistema |C]| 
delle sezioni piane di F è staccato su F’ da superficie cubiche le 
quali passano per le rette: y,=y,=0, y, — ey = ey, — Yz = 0 
e ys = yg = 0, e lungo quest'ultima toccano tutte il piano y, = 0 (t). 
Notisi inoltre che esse hanno un punto doppio in y, = y, = y, = 0 
col cono osculatore fisso 

y, 9, — 9; — 0 


che tocca il piano ivi tangente ad F', e un altro punto doppio in 
Ya = Js = Ya — g y, — 0. 


Segue che | C', è un sistema di curve dell’8° ordine, passanti 
due volte per il vertice di F’, con altri tre punti-base doppi e due 
punti-base semplici. Dei punti-base doppi, distinti dal vertice di F’, 
uno eade in yy = Y3 = y, — a5 y, = 0, un altro coincide con y, = 
= y, = Yy, = 0 e il terzo è infinitamente vicino a questo nella dire- 
zione y, = y, = 0 (*); i punti-base semplici si trovano poi nelle in- 
tersezioni del cono F’ con la retta y, — cy = cy; — yg = 0 diverse 
dal punto y, = y; = Y; = 0. 


16. Casi particolari. 

Per veder chiaro quali partieolarità possono presentarsi per la 
superficie F studiata nel n. precedente, si ricordi da (A) che, se si 
dice 7 la sviluppabile costituita dai piani delle oo! coniche di F, 
le superficie cubiche ® aggiunte ad F si spezzano in un piano o, 
ele contiene una, K, delle quattro coniche inseritte in V, e in un 
fascio di coni quadrici aventi il vertice in un punto O di œw e pas- 
santi per le quattro rette secondo cui si intersecano le coppie di 
piani di V uscenti dai raggi del fascio (O, œw) che toccano K. 

Ora, o 

B» il punto O non è situato su K, oppure 
8") il punto O giace su K. 


(t) Notisi che quest'ultima si stacca tre volte dalla linea di intersezione di 
due qualunque delle superficie oubiche in discorso. 

(*) Si osservi infatti che le C' hanno in y, = ys = y; = 0 la aola tangente 
Yı, = ys = 0 e che i piani per questa retta secano le C’ in quattro soli punti va- 
riabili, fuori di y, = y; = ys = 0, poichè essi secano il cono Æ nelle immagini 
delle quartiohe staccate da F per mezzo dei piani del fascio 


A (ey, — 43) + ig, = 0. 
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Se O è fuori di K, i piani di V uscenti dalle due rette del 
fascio (0, œ) che toccano K possono essere tutti distinti, e allora si 
ha il caso più generale possibile che appunto è stato contemplato 
nel n. precedente; oppure di quelle due coppie di piani una sola 
[efr. (A),.n. 41] si compone di due piani coincidenti e allora si ha 
un primo caso particolare che indieheremo con p». 

Se O giace su K, il fascio di coni quadrici che insieme con œ 
dà il fascio delle superficie ® aggiunte ad F non contiene più che 
un cono spezzato in due piani di 7, questo cono dovendo contare 
per due fra i coni degeneri del fascio; i due piani di 7 ora nomi- 
nati possono poi esser distinti o coincidenti e quindi si avranno altri 
due casi particolari, che designeremo rispettivamente con fi’) e f). 


17. Caso fi). 

Per questo non c’è bisogno di spender molte parole. Esso si 
presenta quando nei ealeoli e nelle considerazioni del n? 15 si sup- 
ponga e — 0: e con ciò tutte le cose dette non subiscono ehe can- 
giamenti lievi. Notisi che questa volta F ha sempre una cubica 
piana doppia dotata di un nodo, ma delle sue quattro rette doppie 
soltanto due sono distinte. 


18. Caso fi). 

Qui il punto O giace su K e i due piani distinti di ¥ passanti 
per la retta | tangente a K in O assorbono due dei tre coni dege- 
neri del solito fascio; per conseguenza questo fascio.e costituito da 
coni col vertice in 0 che toccano lungo l un piano fisso è, e il terzo 
cono degenere del fascio è dato da ô e da un piano e che passa per 
O ma non per |. 

Per trovare l'equazione della superficie F che corrisponde a que- 
ste ipotesi particolari scegliamo come tetraedro fondamentale 1 2 3 4 
quello che ha il vertice 2 nel punto 0, il vertice 3 nel punto 
d’incontro di K con e, diverso da O, il vertice 4 nel polo di 23 ri- 
spetto a K e il vertice 1 in un punto generico dell'intersezione di 
e con uno dei piani di P uscenti da l. Allora disponendo ancora 
del punto unità può farsi in modo che l'equazione di K (considerata 
come quadrica-inviluppo) sia 


(27) È 
o, in forma parametrica, 


(28) $i, = di; $ = p, £& = du 


(31) 
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e quella del fascio di coni quadrici sia: 


(29) VEz (21 — 23) + 02, (&, + kez) = 0, 


dove 
z; =0 e zx —-a3=0 


sono le equazioni dei due piani di P uscenti da Z; e 
$,—0 e v, + kr, = 0 


sono rispettivamente le equazioni di e e ô. 

Con una discussione analitica che non presenta difficoltà di 
sorta e che procede in modo perfettamente analogo ad altre già ese- 
guite in (A), si vede che l'equazione di una delle co! quadriche in- 
viluppo inseritte in (diversa da K) deve essere del tipo: 


(30) 2A aé ti) tA 12812 A a 24 23525312 A 2451541444540 j 


che la proiettività indotta fra i coni del fascio (29) e le tangenti 
della conica K dalle coniche di F [efr. (A) n. 40] deve tradursi fra 


i parametri 2 La in una equazione della forma 
z. pu 
agi — b (ou + àv) = 0 


e che nella (29) si deve supporre k = — 2 (1). 
Con tutto ciò si arriva per la superficie F all'equazione : 


—2Az0[a(c, —x3)c3 —b(e,—2x3)2, P+ dae, esa — de —2e3) x 
(2A (242,0, —2,0,)—24,,0,0,+(2A4, F A at] 
F2I eso, 2 al, —)g Me, — 225m, 2 A 382 — A ym 4-7 2421] + 


+b'2(e, — a) (2A 23—24 18t Aat = ; 


quindi la linea doppia di F si spezza nella conica C? che ha nel 
piano x, = 0 lequazione : 


292 1 ae i dI um -~ 
a? a2 | 2b* x? | b? x, a — 3abx, a, = 0, 


(1) Vale a dire: il piano d deve essere il coniugato armonico di w rispetto 
ai due piani di Y uscenti da l 
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nella retta x, = æ; = 0 (cioè l) contata tre volte (t) e nelle due vette 
8y, = 44 = 0 e 9, — ta = X, = 0. 
La cubica nodale doppia del caso generale si spezza dunque 
qui nella retta ? e nella conica C? tangente ad l? nel punto 0. 
Ora si assoggetti la superficie F in discorso alla trasformazione 
cremoniana definita dalle formule : 


pv, = b? yy, +29) 
Qt, = Ya (a9, + by;) (by, — ay) — 9, Ys (9o + 292 
gv, =b y? y, 


px, = —b? y, Y4 (Y2 F 94); 


(32) ( gy, = 94 Ly (X5 — 2, 
OY = 4, Ly (Lg — x,) (a, — 223) 
oys = dba, x, [bx, £4 — 2bx, x, — aX (v4 — 24) — 
— (as — 2.) [s (eg — 2,) (b? a + a? 23) — 
— bx, (Zan? — 2ba, v, + ba, v) 
0Y4 = 24 Vy Ly (Lg — V1) j 
essa si muterà nel cono cubico F’: 
Ay 0 yf + 24,03 92 (ay, + by,) + (24, + A) P y, ay, + by + 


+ 24, ? y? y, + 24,3 [U* 924 (2aby, + y) y, +0 y? y, = 0. 


Le superficie cubiche, che tagliano su F’ il sistema lineare | O’ | 
corrispondente al sistema delle sezioni piane, | C|, di 7, hauno un 
punto doppio in y, = y4 = y, — 0 e un altro, biplanare, in y, = 
= y, = y, = 0, coi piani oseulatori fissi y, — 0 e y,- 2y, — 0. 
Di più esse hanno in comune una linea del 5? ordine, che si spezza 


(1) Come controllo dei calcoli occorrenti per questa discussione e delle for- 
mule assegnate im (4) nella 28 Nota a piè di pagina del n. 13 non abbiamo 
mancato di verificare direttamente che ogui sezione piana di F ba, nel punto 
d'intersezione con la retta x, = 24 = 0, tre punti doppi infinitamente vicini. 
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nella retta y, = y, = 0 (appartenente anche al cono F^), nella retta 
Yı = Yy, = 0 contata tre volte e nella retta y, = y, = 0. 

Da tutto ciò segue che | C'| à un sistema di curve dell’8° or- 
dine, passanti due volte per ii vertice di F’, con altri tre punti-base 
doppi, di cui uno cade in y, = Y = y, = 0, un secondo in y, = 
= Y = y4 = 0 e il terzo si trova infinitamente vicino a questo nella 
direzione y, = ya = 0, e con due punti-base semplici nei punti ove 
F' è tagliato, fuori di y, = y, = y, = 0, dalla retta y; = y, = 0. 


19. Caso fj). 

Qui il punto O giace su K, e i due piani di ' che escono dalla 
retta i tangente a K in O coincidono in uno stesso piano 7 che, 
contato due volte, assorbe tutti e tre i coni degeneri del solito fascio. 
Questo è dunque costituito da un fascio di coni che toccano y lungo 
l e le eui quattro rette basi coincidono tutte con l 

Per trovare l’equazione della superficie F corrispondente a 
queste ipotesi si scelga sempre il vertice 2 del tetraedro fondamen- 
tale nel punto O, il piano 124 nel piano 7 e il piano 234 in «c; 
poi si disponga dei rimanenti elementi del tetraedro fondamentale 
in modo che l'equazione della conica K (considerata come quadrica- 
inviluppo) abbia ancora l'aspetto : 


(33) EEE =O 
o, sotto forma parametrica : 

(34) So = 4, fg ep, Ea = Ap, 

e che il fascio dei coni quadrici sia rappresentato dall'equazione : 
(35) va? + o (zx? — x, x) = 0. 


Si trova allora che l'equazione di una delle co! quadriche-invi- 
luppo inscritte in P (diversa da A) deve esser del tipo: 


A ur 255) F2 4 ubisyt A nt 24 295283 T 2 À 6,5 t 4 nemo, 


che la proiettività indotta fra i coni del fascio (35) e le tangenti di 
K dalle coniche di F deve tradursi fra i parametri L e E in una 
» HA 


relazione della forma: 
agh — (ou + 24») = 0 
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e che infine la richiesta equazione di F è data da: 


[ A, e[aa2 4 2Q0? — x, x 4m [4,, (02 + 22,0) — 24, 2, 2, + 
+ (BA. + A,) [an + 222 — v, xl? + 
+ UA 9, 2, — A, 2 x, + A, 02) [eat + 2a — x, x] as + 


si z- dee, + A, 7) xi 400 


(36) / 


La linea doppia di questa superficie è costituita dalla conica C* 
del piano x, = 0 che è ivi rappresentata dall’equazione : 


ij DL HE 993 
0, + a^ v. — da m, v, + 291 = 0 


(e che quindi tocca l nel punto O) e poi da cinque rette doppie coin- 
cidenti tutte con l. 


Per trasformare F in un cono cubico le si applichi la trasfor- 
mazione eremoniana rappresentata dalle formule : 
j 99, — V, Vi 
QU, = Y YY, — (2 F Vo V, + 092) (ey, + 29,) 
or, = y; 
gv, = y, (Y? — Y, V.) 
(31) ( ossia 
oy, = X X, (a? — 2,0) 
oy, = Y, x 
oy, = 2a? (20? — 32, v, + 2ax?) + awe, a, + a?a2 — aa, v, 1-227) ; 


si troverà che essa si cangia nel cono cubico F': 


AM; — 2(«y, "n 2y,] — 244959, - (244,7F A Qu (0434-29, + 
(38) 


+ 244,9; (t9, + 29,) + Ay; = 0. 


Su questo, il sistema | C^ |, corrispondente a quello | € | delle 
sezioni piane di P, è tagliato da un sistema di superficie cubiche 
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che passano per la retta y, = y, = 0 (situata pure su F’) e toccano 
il piano y; = 0 lungo la retta y, = y = 0(!); di più esse hanno 
un punto doppio biplanare in y, — y, — yg — 0 coi piani osculatori 
fissi y, — 0 e y, — 0, quest'ultimo piano essendo il piano tangente 
ad F’ lungo la sua generatrice di flesso y, = y; = 0. 

Si conclude che |C'| è uu sistema di curve dell'8? ordine, pas- 
santi doppiamente per il vertice F’, con altri tre punti base doppi 
e due punti base sempliei tutti condensati nel punto y, = Y= yg = 0 (?). 


20. Ipotesi y). 
Ci restano ora da esaminare le superficie di 2° specie con le 
coniche situate nei piani tangenti di un cono (geuerale) di 3* classe. 
Anche qui vi sono da prendere in considerazione due diverse 
alternative, secondo che sono irriducibili o no le superficie cubiche 
aggiunte. 


21. Prima alternativa. 

L'equazione della più generale superficie di 2* specie, P, che 
corrisponde alla prima alternativa dell'ipotesi y) si trova in (A) al 
n. 46 : qui, per facilitare la discussione dei casi particolari la seri- 
veremo sotto la forma (8): 


, Afa (az, — ba avi + gx, v, —ba, x ga, (ex, +2 tra (av, — be) 
+Bgei[gr (ex, -]- f,)-- fie (ai beH 


(39) 
HOF’ ga? alax —ba Y-- Dfg*a? x, x (ex fear —ba.)— 


m 


— Ef ga xx (av, —bzg) [gx ex, Hfr) +r (ar, —bxz)}=0. 


(1) Questa retta si stacca anzi quattro volte dalla linea di intersezione di 
due qualunque delle superficie onbiche considerate. 

(€) La tangente comune delle C’ (a contatto quadripunto) in y,—9y$—J34—0 
$ la retta y, — ya — 0. 

(3) Mantenendo le notazioni di (4) ciò equivale a supporre che le coordi- 
nate del punto B siano (0,0, a, è); che l'equazione del piano m n sia ex, + fz5—0 ; 
che quella della conica h? sia, nel piano x, — 0, 


azî + gay a, — bz, 2, = 0 


e che, infine, l'equazione del cono V sia data da: 


E, E, (AE, + HE) + BEL E, + CEDE, + DE, E) + KE E, 5, — 0 
dove, però, de + Hf — 0. 
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Ora si applichi a questa superficie la trasformazione cremonia- 
na rappresentata dalle formule: 


gx, = — Y 9 V, V, — bf v y, F 09%) 
QX,— Yı Ya (eg Ys — Uf y.) 
e8 = Jy SY Y F ev, — 0 
Q24 = YV Y4 (69 ya — DJ Va) 
(40) { ossia 
oy, = (bas — aa) v, [gos (ew, 4 fs) + fe, (ae, — beg) 
oya = (ex, + fg) vs [ga (ea, + fio) + fie, (ax, — bay) 
oyy = Jæ, æ (em, F fia) (beg — axa) 


\ oy = — x, (e24 + fs) [gg (e, + 5) + f, (aa, — bo); 


essa si convertirà nel cono cubico F': 
(41) A/yey, — SY) + Bfgy y; + Cf9y Y — Dg*y, y; + Efoy, y, y, = 0. 


Le superficie cubiche, che staccano da F’ il sistema | ^| cor- 
rispondente a quello | C| delle sezioni piane di 7, passano per la 
retta y, = yg = 0 (situata su F’) e per la conica €?: 


eg y, — bf y, = SUVA eY Y — ay; — 0; 


e toccano tutte il piano y, = 0 lungo la retta y, = y, = 0. Di più 
esse hanno un punto doppio biplanare in y, = y3 = y, = 0 con un 
piano osculatore fisso in y, = 0 (cioè nel piano ivi tangente ad F’) 
e un punto doppio in y, =Y = y, = 0; e, infine, esse toccano il co- 
no F’ nel punto y, = y; = y, = 0. 

Segue, allora, che | C'| &, al solito, un sistema di curve dell’8° 
ordine, passanti doppiamente per il vertice di F’, con altri tre 
punti-base doppi in y; = yg=y=0, yg—y4 = y,70 , y4—9, — y, = 0 
e due punti-base semplici nelle intersezioni di F’ con C? che non 
cadono nei punti y, = yg = Y, — 0 e y, = Yyy = y,— 0 (dove F" 
tocca C?) 


22. Casi particolari, 
In (A), dove fu discussa al n. 44 la forma della linea doppia 
della superficie F studiata nel numero precedente, si suppose che 
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fossero distinti tutti e tre i piani che ivi furono indicati con a, B, e 
y e che inoltre fossero distinti sulla conica, ivi chiamata 4?, i punti 
A e B. Ora, mantenendo sempre le notazioni di (A), si ricordi che 
la retta AB == 8 non può coincidere con r, in quanto che s passa 
per il vertice V del cono inviluppato dai piani delle coniche di F e 
V è necessariamente esterno ad v[(A), n. 44, 2* nota a piè di pa- 
gina]; e si osservi che s non può risultare tangente ad A? nel punto 
ove 4° si appoggia ad +, poichè se ciò accadesse le superficie cubi- 
che D non taglierebbero più il piano w nella retta » contata due volte 
e poi in una retta variabile. 

Quindi per trovare le forme particolari che può assumere la 
nostra superficie F, per ciò che riguarda la sua linea doppia, non 
si deve far altro se non che immaginare che o vengano a coincide- 
re i piani e y o vengano a coincidere su 4? (in un punto diverso 
da quello situato su v) i punti A e B. Notisi a questo proposito 
che x è necessariamente distinto da Ê o y, poiché « contiene la co- 
nica doppia di F irriducibile, mentre f e y ne contengono le coni- 
che doppie spezzate in coppie di rette, e che non è permesso im- 
maginare che la coincidenza di B con y si verifichi insieme con quella 
di A e B. Infatti se ciò si facesse le superficie D diventerebbero ri- 
gate cubiche e la superficie F sarebbe anch'essa una rigata [cfr., 
per un’osservazione analoga, (A), n. 33]. 

Si conclude pertanto che i casi particolari possibili sono sol. 
tanto due. 

Analitieamente, si ha il primo quando nel numero precedente 
si supponga che sia e = 0 ma b Æ 0; si ha il secondo, quando si 
faccia invece b = 0 ed e + 0; e con ciò, come è ben chiaro, tutte 
le cose dette non subiscono mutamenti notevoli. 

Quanto alla linea doppia di F si osservi che quando e = 0 (ma 
b + 0), essa si compone della conica A?, della retta x, = v, = 0 e 
di due rette taenodali in x, == æ, = 0 e x, = bæ, — ax, = 0 coi pia- 
ni tacnodali rispettivi y, = 0 e bæ, — ax, = 0; mentre allorchè b=0 
(ma e + 0) essa si compone della conica A?, della retta x, = v, = 0 
e di due rette tacnodali in a, == x, = 0 e x, = ez, F fr, = 0 coi 
piani tacnodali rispettivi xv, = 0 ed ex, + Jx, = 0. Aggiungasi che 
in entrambi i casi F è dotata di un punto quadruplo, questo punto 
eoincidendo con £, = 24 = æ, = 0 quando e = 0 (ma b +0) e con 
£, = t, = $,— 0 quando b = 0 (ma e + 0). 


23. Seconda alternativa : caso y'). 
Per quel che è detto in (A) al n. 47, questa seconda alterna- 
tiva dà luogo a due easi differenti, che qui chiameremo y) e y"). 


WWwW.rcin.org.pl 


LE SUPERFICIE A CURVE SEZIONI DI GENERE 3 415 


Nel caso y^ all'equazione della superficie F può darsi la forma 
(74) di (A), o, con un'ovvia trasformazione delle coordinate, la forma 
più semplice (ma egualmente generale): 


(A kata fata y + Cha ata (a, —aa, Se 1-2,)H- Dka? xw — as) — 


(42) — Eka uv (m, — tors p (8, —ar) tke feye 


+ Ga (o, —axg)[e (n, — 024) - kx, (f 51-24) | a, h(x — 003) 4 kx] 9; 


quindi per trasformare F iu un cono cubico F’ basta adoperare la 
trasformazione : 


[ 9a, = kyo yg (es — fi) 
Qi, = y, (43, — P) — Y Ya (ey, — SY) 
Qv, = ky, (y, y, — W) 
ox, = ky? (ay, — fy) 
ossia 
0Y, = Lg (x, — a23) (fv, + v4) 
OY» = 9, t (V4 — 023) 
| 0Y3 = &g L4 Cfi + 04) 


| oY, = (Ja + v4) [x] (x, — ems) + ko, 2]. 
L'equazione del cono F’ è: 
(44) Aky + Cy, y? Dky2y, — Eky, y, (9, —F V.) 3- Gy, V U 9.) — 9, 


e il sistema | C'| di F’ corrispondente al sistema |C | delle sezioni 
piane di F vien secato su F’ da superficie cubiche che toccano il 
piano y = 0 lungo la retta y; = y = 0 e passano per le rette: 
y, = ys = 0, ay, — fy, = «9s — fy, = 0, © ys = Y4 — fY = 0 (quest^ul- 
tima essendo situata sul cono F’). Di più esse hanno un punto 
doppio in y, = y4 = y, — 0 e un altro in y, = y; = Yz = 0 col cono 
osculatore fisso : 
E? i emn 


Si conclude che | C'| è uu sistema di curve dell’8° ordine, pas- 
santi due volte per il vertice di F’, con altri tre punti-base doppi 
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(di cui uno cade in y, = y, = y, = 0, un secondo in y, =Y; = y, = 0 
e il terzo è infinitamente vicino a questo nella direzione y, = y, = 0) 
e due punti-base semplici nelle intersezioni del cono F’ con la retta 
ay, — fy, = ayg — fy, = 0 che cadono fuori di y, = y, = y, = 0. 

I casi particolari ehe qui possono presentarsi sono due: anali- 
ticamente, sono caratterizzati, l'uno yi), dall'ipotesi f = 0 (ma a Æ 0); 
l’altro y3), dall'ipotesi « = 0 (ma f= 0) (1). 

In entrambi i casi yi) e y?) la linea doppia di F è costituita 
dalla retta x, = v, = 0, dalla conica 


= y? = 
a, = g? ka, w, = 0 


e da due rette tacnodali: ma nei due casi cambiano le relazioni di 
queste rette con l’altra a, = x, = 0. 


24. Caso y"). 
Posto 
p = — x? + bx, v, — ke, v, k ea? + do x, +a? 
l'equazione di F [cfr. (A), n. 49] (*) può scriversi qui: 
Ak*ataz-- Bka2a*(p— kae, —le x )— Cka3r (p—le v)-4- 
(45) T Dai(g—kz,m,— lr a + Ex*(p— lx, a YY— 
—Dip—la,x,)} (p—kra,—la, x,) — 
— DI-d)xzc(e—leze,)p—kxgeg—lx30,) = 0. 


Applichiamo a questa superficie la trasformazione cremoniana 
definita dalle formule: 


ox —ky (Y? — yy Hey?) 


m pgr,—]|uy,-- (4— lw] yt —3,9, tor) —[2y, F(4 — I— Py y. y. EA) 
Jor, =ky?[2y Hi — 1— by] 


pz, —ky ((y,—y,)29, - (4à— 1—0)y,]H-3? — y, d- ev?) 


(1) Se si facesse a = 0 e insieme f= 0 F risulterebbe una rigata. 

(*) Veramente in (4) il coefficiente di a entro g era indicato con a; ma 
poichè a non può esser nullo (altrimenti F si spezzerebbe nel piano z, = 0 e in 
una residua superficie del 5? ordine) si può bene supporre a — — 1, prendendo 
opportunamente il punto unità. 
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oy =2 w (q-]-x, v, — da o, — a?) 


oy =(p—da w pH e gx dr v, —a?)—«4 le pew (le Hke] 


(46) 
6337930 (9 —dav ,) 
oy,—c$ ; 


essa si cangerà nel cono cubico F”: 


Ak°y3+- Bky (y, iy, --(4— Dy |y [y, 2 - (4— Dy, ]] — 
— Oy jy. T-(48—Dv]— 
— Diys[ys 4- (4— y4] — ydy d- (4— v, ]] [ys 3- (4— Dy ]H- 
Enya dc (4— Dy] —0. 


(47) 


Le superficie cubiche che staccano da P" il sistema | €' | corri- 
spondente a quello | C | delle sezioni piane di F passano per le rette : 
Ys = y, = 0 e 2y, + (d — l — b) y, = [4e + (d — l — 0| y, — 4, — 0, 
(delle quali la prima sta pure sul cono P", e toccano il piano 
Yy, = 0 lungo la retta y, = y, = 0. Di più, esse hanno un punto 
doppio biplanare in y, = y = y4 = 0, uno dei piani osculatori coin- 
cidendo costantemente col piano y,— 0, ivi tangente al cono F’, e 
un punto doppio in y, = Y = y, = 0. ' 

Segue che | €'| è un sistema di curve dell’8° ordine, passanti 
due volte per il vertice di F’, con altri tre punti-base doppi (dei 
quali uno cade in y, = y; = y, = 0, un secondo in y, = Y} = y, = 0 
e il terzo, infinitamente vicino a questo nella direzione y, — y, — 
— J; = 0) e due punti-base semplici nelle intersezioni di F’ con la 
retta 2y, + (d — 1 — b) y, = [4c + (à — l — b] y, — 4y, = 0 che ca- 
dono fuori di y, = y; = y, = 0. 

Notisi che il caso y”) ora considerato non dà luogo, per quanto 
riguarda la linea doppia, a casi particolari. 


25. Conclusioni generali. 
1 risultati conseguiti fin qui possono essere riuniti in un enun- 
ciato molto semplice. Essi ci assicurano che: 
Ogni superficie normale di 2° specie dello spazio ordinario (a 
curve sezioni di genere 3) è riducibile, mediante una trasformazione 
cremoniana, « un cono cubico ellittico e su questo il sistema delle 


27 
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sezioni piane è rappresentato da un sistema di curve dell 8^ ordine, 
passanti doppiamente per il vertice del cono, con altri tre punti-base 
doppi e due punti-base semplici (distinti 0, in vario modo, infinita- 
mente vicini). 

E di qua sì trae facilmente che: 

Ogni superficie normale di 2" specie dello spazio ordinario (a 
curve sezioni di genere 3) si può dedurre, mediante proiezione da due 
suoi punti, da una superficie (normale) di 2" specie (dell’ordine 8°) 
dello spazio a cinque dimensioni. 

È opportuno osservare, prima di procedere innauzi, che la rap- 
presentazione ottenuta di una superficie (normale, di 2* specie) dello 
spazio ordinario sopra un cono cubico (ellittico) è una rappresentazione 
d’ordine minimo, 

E infatti supponiamo che | C'| sia il sistema lineare che rap- 
presenta sopra un cono cubico V una superficie (normale, di 2* specie) 
F dello spazio ordinario : | €' | sarà di genere 3, grado 6 e dimensione 
3. Dico che l'ordine n di ogni curva C’ non può essere inferiore ad 8. 

Poichè la €' generica è del genere 3, è chiaro intanto che 
n= 6; poi, tenendo presente la formula di SEGRE, già citata più 
volte, si vede subito che se fosse n — 6 le €’ dovrebbero avere 
tutte un punto doppio (fisso) e non passare per il vertice del cono, 
e se fosse n= 7, le €' dovrebbero avere tutte due punti doppi 
(fissi) e passare semplicemente per il vertice del cono. Ora, se P è 
un punto del cono V (distinto dal vertice), tutte le possibili sestiche 
del genere 3 situate su V e aventi un punto doppio in P, son for- 
nite dalle intersezioni del cono con le œo quadriche che lo toccano 
in P, quindi se le O’ fossero dell'ordine 6 F non sarebbe una su- 
perficie di 2* specie (!). 

Allo stesso modo, siano P e @ due punti di V (distinti dal 
vertice) Tutte le possibili curve del 7° ordine situate su V e aventi 
due punti doppi in P e Q si possono staccare da V mediante su- 
perficie del 3? ordine che lo tocchino in P e Q (e ne contengano 
due generatrici): quindi costituiscono un sistema continuo algebrico 
(non lineare) di dimensione 6 e grado 8. Questo sistema si compone 
di co! sistemi lineari di dimensione 5 e ciascuno di questi è fornito 
dalle superficie del 3° ordine che toccano V in P e Q e ne conten- 
gono due generatrici fisse g ed k. Ma allora, poichè queste superficie 
del 3° ordine passano semplicemente per il vertice di V, le curve 


(1) CASTELNUOVO, Sulle superficie eto. (Atti di Torino, vol. XXV) n. 10, a 
piè di pagina, 


WWw.rcin.org.pl 


LE SUPERFICIE A CURVE SEZIONI DI GENERE 3 419 


residue del 7? ordine secondo cui esse tagliano V toccano tutte nel ver- 
tice di V Ja terza generatrice comune al cono e al piano gh, quindi i si- 
stemi lineari in discorso non sono del grado 8, ma bensì del grado 7. 
Segue che essi non possono essere sistemi rappresentativi di superficie 
di 2* specie (t): e quindi è dimostrato, come volevasi, che n= 8. 


26. Un'altra osservazione importante che scaturisce dalle cose 
dette (ma che potrebbe anche esser dedotta da quel che si vedrà 
nel capitolo successivo) è la seguente. 

Sia F una superficie normale di 2* specie dello spazio ordinario 
e |C'| il sistema di curve dell’8° ordine che la rappresenta sopra 
un cono cubico V: siano poi P, Q, E i punti-base doppi di | 0°|, 
distinti dal vertice del cono, e A, B i punti-base semplici, e, per 
non entrare in diseussioni minute che sarebbero inutili in vista dei 
risultati successivi, supponiamo, senz'altro ehe i punti P, Q, R, A e 
D siano punti generiei di V. 

Per un teorema di SEGRE è noto che esistono su V due sistemi 
(ellittici) oo! di quartiche sghembe di 1° specie situate su V e pas- 
santi, quelle di un sistema, (per il vertice di V e) per P, Q, R, A, 
quelle dell'altro sistema (per il vertiee di V e) per P, Q, R, B. I due 
sistemi sono poi del grado 1 e dell'indiee 2. 

Ora ognuna di queste quartiche è l'immagine su V di una cu- 
biea piana (ellittica) situata su 7, e ogni quartica di un sistema 
presa insieme eon una quartica dell'altro dà luogo a una curva di 
| €' |, dunque, atteso che il ragionamento fatto è invertibile : 

Sopra una superficie normale di 2% specie dello spazio ordinario 
(a curve sezioni di genere 3) esistono in generale soltanto due sistemi 
distinti oc! di cubiche piune di grado 1 e indice 2, e la intersezione 
residua della superficie col piano di una cubica di un sistema è sempre 
una cubica dellaltro sistema. 

Osservando che per ogni punto di F passano quattro di queste sue 
cubiche e che F non è certo 'inviluppo dei loro piani, si conelude che: 

I piani secanti F secondo coppie di cubiche costituiscono in ge- 
nerale una sviluppabile (ellittica) della 4" classe (?). 


(4) Cfr. (4), n. 3, seconda nota a piè di pagina. 

(*) I piani uscenti dalle rette doppie o semplici di F (e di quest'ultime 7 
ne contiene in generale quattro), quelli che ne contengono le coniche e quelli 
che la tagliano secondo coppie di cubiche esauriscono la sua sviluppabile bitan- 
gente, poichè è chiaro a priori che ogui piano bitangente di F deve tagliare F 
in una eurva spezzata. Infatti, se ciò non accadesse, questa curva sarebbe del 
genere I e il piano non toccherebbe nessuna conica di 7, mentre un piano gene- 
rico ne tocca in generale quattro, 
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CAPITOLO II. 


LE SUPERFICIE NORMALI DI 2* SPECIE DEGLI SPAZI 
A QUATTRO O CINQUE DIMENSIONI, 


27. Le superficie normali di 2* specie dello spazio a quattro 
dimensioni, 

Abbiamo già dimostrato in (A) che una superficie normale di 
2^ specie (a curve sezioni di genere 3) è di ordine 7 o 8 secondo 
che è immersa in $, o in S;, e quanto è stato detto nel capi- 
tolo precedente mette fuori di dubbio l'esistenza di superficie siffatte. 

Qui vogliamo precisare e caratterizzare i vari tipi esistenti. 


28. Sia, in primo luogo, F/ una superficie normale di 2° specie 
dell’ g, Essa viene proiettata da ogni suo punto sopra un S, in una 
DI normale di 2° specie con un fascio ellittico di coniche, e per 
quanto sappiamo i piani di queste coniche possono formare, 

«) un fascio di piani contato due volte, o 
B) un cono di 3* classe, o infine 
y) una sviluppabile ellittica (non conica) della 4° classe. 

Ma nel caso presente è facile dimostrare che le alternative a) 
e f) debbono essere escluse, 

Infatti nell'ipotesi œ) i piani delle coniche di F7, o passano 
tutti per una medesima retta o si appoggiano secondo rette distinte 
ad altri co! piani e quindi, per un nuoto teorema (!) costituiscono 
una schiera di un cono quadrico (di $,) semplicemente specializzato. 

Se passano tutti per una retta, o formano i piani generatori di 
un S,cono quadrico e ciascuno di essi contiene due coniche della 
Fj, o formano i piani generatori di un S,cono cubico (ellittico) e 
ciascuno di essi contiene una conica della F7. Ora un iperpiano che 
passi per la retta vertice di un tale S,-cono non può tagliare la F7 
che in una linea del 7° ordine; quindi l'ipotesi dell'S,-cono quadrico 
deve esser senz'altro respinta, e nell'ipotesi dell'S,cono cubico bi- 
sogna che la retta vertice appartenga semplicemente ad PI. Ma ciò, 


(1) SEGRE, Sur un théorème de la géométrie à n dimensions (Math. Ann., Bd. 30, 
1887), 
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visto che una tal retta sarebbe una corda di ogni conica della F7, 
contrasta col fatto che la oc! delle coniche di F7 deve essere ellit- 
tica; dunque non resta se non supporre che i piani delle coniche 
di F? formino una schiera di un cono quadrico semplicemente spe- 
cializzato e che ognuno di essi contenga due coniche della FJ. 

Ma allora, delle due schiere di piani del cono quadrico, luna 
conterrebbe piani secanti la F; secondo coppie di coniche, l'altra 
piani secanti la F7 secondo cubiche (ellittiche) irriducibili; quindi, 
atteso che due piani di diverso sistema si taglian sempre secondo 
una retta, la quale non potrebbe risultare che una trisecante per 
F}, bisognerebbe che tutte le coniche di F? passassero per il ver- 
tice del cono quadrico (e che questo punto, abbassando di due unità 
il genere delle sezioni iperpiane passanti per esso, risultasse un 
taenodo per F7). Ora questo è assurdo perchè le coniche della pro- 
lezione generica di Fy, ot, non passano per uno stesso punto; 
bensì tagliano sopra l’asse del fascio dei piani, che le contengono, 
le 2o! coppie di una involuzione quadratica (contata due volte); in- 
voluzione che, per quanto risulta dalle equazioni delle varie dî, 
non può mai essere degenere, 


29. Passiamo ora alla discussione dell'ipotesi f). 

Qui i piani delle coniche di Fy passan tutti per un punto, op- 
pure da ogni punto della F7 parte una retta a cui essi si appoggiano. 

Poichè F7 non è rigata, ove si verificasse la seconda alternativa, 
le rette appoggiate ai piani in discorso sarebbero 00%; e poichè il 
supporre che da ogni punto di uno dei piani partisse’ più di una 
retta appoggiata a tutti gli altri porterebbe alla conclusione che i 
piani riempiono un cono quadrico, si concluderebbe che di tali rette 
da ogni punto di uno dei piani non potrebbe partirne che una (!). 
Ma allora la oo? delle rette sarebbe razionale e tale sarebbe inoltre 
la V} riempita dai piani delle coniche di F7; mentre ciò è mani- 
festamente assurdo. 

Bisogna dunque supporre che i piani delle coniche di F? passino 
tutti per un punto O e riempiano una V, proiezione da O di una 
ordinaria rigata biquadratica (°). Ma allora conducendo un piano 


(4) Veramente si potrebbe dubitare che le oo? rette di cui si parla si ap- 
poggiassero a ciascuno dei piani delle coniche di Fj in oo! punti distinti sol- 
tanto, ma il dubbio si respinge subito molto agevolmente. 

(2) Notisi che la EJ è certo semplice per la V; riempita dai piani delle sue 
coniche. 
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per O e considerando le quattro rette secondo cui esso seca la V4, 
si vede subito che F} non può essere situata sul cono se non a 
patto che passi per 0; ciò che è assurdo, perchè una Dì di 2° specie 
dello spazio ordinario, le cui coniche sono situate nei piani di un 
cono di 3* classe, non passa per il vertice di questo cono [efr. (A), 
n. 44, seconda nota a piò di pagina]. 

È così dimostrato che soltanto l’ipotesi y) deve esser presa in 
considerazione ; il che val quanto dire che: 

I piani delle co! coniche di ogni FJ di 2° specie dell’ S, riem- 
piono una V, ellittica normale del 5° ordine. 


30. Ora si prenda nell’ $, in cui è immersa la F? un fascio di 
iperpiani con l’asse y e si dicano omologhi due iperpiani del fascio 
quando toccano una stessa conica di F/. Per la formula di ZEUTHEN, 
applicata all'involuzione ellittica segnata dalle coniche di F7 sopra 
ogni sezione iperpiana, otterremo nel fascio una corrispondenza (4, 4) 
con 8 coincidenze. Di queste, 7 corrispondono ai 7 punti ove y taglia 
Pj; un’altra, dovendo provenire da una conica non appoggiata a y, 
proverrà da una conica spezzata in due rette (distinte) | ed m. 
Segue che: 

Delle co! coniche di F7 una è sempre spezzata in una coppia di 
rette. 


31. La ©? proiezione di F? da un suo punto generico possiede 
in ogni caso almeno una retta doppia, da ogni punto della quale 
escono due coniche della Ø$, dunque o la F? possiede anch'essi 
una tal retta dotata della stessa proprietà, oppure sulla 7 esiste 
un sistema oo! di curve piane, e precisamente di cubiche (ellittiche) 
unisecanti le coniche. 

Ora si osservi che, se la .F/ è dotata di una retta doppia ap- 
poggiata alle sue oo! coniche, ogni iperpiano che passi per la retta 
doppia e per il piano di una di queste coniche seca ulteriormente 
la superficie in una cubica (ellittica, e quindi) piana; dunque in 
ogni caso la F? contiene un sistema co! di cubiche piane (ellittiche), 
unisecanti le coniche. 

Supposto che questo sia, eventualmente, spezzato, si dica X 
una sua parte irriducibile; il resto di una curva di X rispetto al 
sistema (normale) delle sezioni iperpiane di F7 è un fascio di curve 
ellittiche del 4° ordine necessariamente sghembe (si pensi, ad esempio, 
a quella fra queste curve che si spezza in una cubica e in quella 
delle due rette ? ed m, diciamo m, che si appoggia alle curve di £); 
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quindi Z non può essere un fascio lineare e non può nemmeno es- 
sere un sistema oo! razionale, perché in tal caso, per un noto teo- 
rema di ENRIQUES, sarebbe contenuto in un sistema lineare più ampio. 

Segue che X è necessariamente un sistema di grado 1 (altri- 
menti i piani delle cubiche di 2 secandosi a due a due iu rette e 
non appartenendo a un S} passerebbero per una stessa retta, forme- 
rebbero un cono, non razionale, di ordine uguale almeno a 3 e ciò 
è manifestamente assurdo) e di indice 2 (!). 

Di qui si deduce che la ®$, proiezione di F7 da un suo punto 
generico sopra un $,, possiede almeno due rette doppie sghembe. 
D'altra parte risulta da (A) o, meglio, dal primo capitolo di questo 
lavoro, che da ogni tal retta doppia partono due piani « e p (even- 
tualmente coincidenti) della sviluppabile di 4% classe costituita dai 
piani delle coniche di 9, dunque da ogni piano contenente una 
cubica di 5 partono due $, (distinti o coincidenti) che contengono 
ciascuno una delle coniche di F? (*. La residua intersezione di uno 
di questi S con F7 non può essere una conica ulteriore, perchè 
nessuno dei piani x e f può contenere mai due coniche di DI, dunque 
sarà una retta doppia, e la F7 verrà a contenere due rette doppie 
g ed h distinte o infinitamente vicine. Tanto g, poi, quanto h si ap- 
poggiano ai piani delle cubiche di 3; ma Z non è un fascio lineare, 
dunque g ed k (anche se infinitamente vicine) sono certamente sghembe. 

Notisi che le cubiche di 2, o, addirittura, le cabiche di F7 pos- 
sono ottenersi congiungendo g (od A) coi piani delle coniche mediante 
iperpiani e considerando le intersezioni ulteriori di F/ con codesti 
iperpiani; quindi la co! delle cubiche di F7 è irriducibile e coincide 
con X. In altri termini: 

Ogni PF di 2% specie dell’ S, contiene un sistema co! ellittico di 
grado 1 e indice 2 di cubiche piane (ellittiche), cd è dotata di due 
rette doppie sghembe, distinte o infinitamente vicine. 

Queste due rette doppie sono poi due generatrici della rigata 
ellittica del 5° ordine, che, come è ben noto, costituisce la super- 


ficie doppia della V riempita dai piani delle coniche delle Fg, 


(4) Cfr. CasrELNUOVO, Sulla linearità, eco. (Atti della R. Accademia delle 
Scienze di Torino, vol. XXVIII, 1893), n. 4. 

(*) La cosa stessa può del resto dimostrarsi osservando che un piano con- 
tenente una cubica di rF? seca la p? riempita dai piani delle coniche di Fý in quella 
cubica e in una coppia di rette: quindi esso si appoggia secondo una retta ai 
piani di due delle coniche della EA eco. 


www.rcin.org.pl 


—n^ 


424 GAETANO SCORZA 


32. Mantenute sempre le notazioni dei n. precedenti, e limitan- 
dosi a considerare il caso della F? con due rette doppie distinte (il 
che, come è facile persuadersi, non ha valore sostanziale), si ricordi 
che, delle due rette ? ed m costituenti una delle coniche di F/, m 
è quella che si appoggia alle cubiche di Fj. Si conclude allora fa- 
cilmente che la retta m è sghemba con ciascuna delle due rette 
doppie g ed h di Fj: d'altra parte ogni conica di F7 deve appog- 
giarsi in un punto a g e in un altro punto ad h, dunque ! si ap- 
poggia a g e ad h, e l'intersezione di F7 con PS, gh si compone 
oltre che di g ed % contate due volte, di | e di una conica residua, X*. 

E qui possiamo aggiungere un’osservazione notevole sul sistema 
co! X delle cubiche di FJ. 

Si noti in primo luogo che per ogni punto di g (o di A) passano 
due cubiche irriducibili (t) di X: esse sono le ulteriori intersezioni 
di F7 coi due $, che proiettano da k (o da g) i piani delle due co- 
niche passanti per quel punto. Ebbene, sia A un punto di g e e 
e €j le due cubiche che vi passano. Se B è il punto ove C? si ap- 
poggia ad k e D Vulteriore intersezione di 0? con AB è chiaro che 
D è pure il punto ove AB si appoggia alla conica di Ff che giace 
per intero nell’iperpiano gh, cioè a X?, Ma da A esce una sola retta 
che si appoggia ad h e a X? in punti distinti, dunque, si deve arri- 
vare allo stesso punto D anche se nel ragionamento fatto si sosti- 
tuisce a C? la cubica Cf. Ciò porta che anche O} passa per B; e 
quindi, per una facile considerazione ulteriore, si può enunciare il 
teorema : 

Le co! cubiche di F7 si distribuiscono in co! coppie per modo 
che le cubiche di una stessa coppia si appoggiano a g ed h negli stessi 
due punti; e gli co! 84 che contengono queste coppie di cubiche pas- 
sano tutti per la retta m di Fj. 

Ora la superficie F7 non è certo situata sopra la V; invilup- 
pata dagli co! $,, che ne contengono a coppie le cubiche, perchè 
altrimenti ognuno di questi S, la toecherebbe in oo! punti, mentre 
ciò è manifestamente impossibile, dunque per ogni punto dello spa- 
zio ambiente, come per ogni punto di PF, passano soltanto due S; 
ehe taglino F7 in coppie di cubiche. Si conclude ehe: 

Gli oo! S, per m, secanti ulteriormente FI in coppie di cubiche, 
inviluppano un cono quadrico doppiamente specializzato. 


(4) Intendiamo dunque escluse per il momento le cubiche di Y spezzate 
luna in ! e nella retta g contata due volte, l'altra in l e nella retta k contata 
due volte. Cfr. la nota a piè di pagina del n, 35. 
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Infine è bene osservare che le due cubiche irriducibili e le due 
coniche di F7 uscenti da uno stesso punto di g (o di A) si compor- 
tano fra di loro in maniera differente. Infatti ciascuna delle cubiche 
incontra una delle due coniche soltanto su g (o su A) mentre incontra 


l’altra su g (o su k) — e un tal punto sull'ente algebrico oc? di cui 
la F7 è un modello proiettivo non è da considerarsi come un punto 
comune alle due curve — e in un punto ulteriore; e se una delle 


cubiche si comporta in un certo modo rispetto a una delle due co- 
niche, l’altra cubica, rispetto alla medesima conica, si comporta nel 
modo opposto. 


33. Sulla F; esistono, come è chiaro, infinite quartiehe sghembe 
ellittiche. Esse formano un sistema oo? di grado 2 e indice 2 e 
quelle fra di esse che passano per un qualunque punto di m si 
spezzano in m e in una cubica ulteriore variabile nel sistema X. 

Se si proietta FJ da un suo punto generico sopra un $, in una 
$, dei due sistemi di cubiche di cui 9 è dotata (n. 26), uno è 
fornito dalla proiezione del sistema X, l’altro da quella del sistema 
delle co! quartiche passanti per il centro di proiezione. 

Ora si immagini di scegliere il centro di proiezione in un punto 
O di m. Risulterà una DI con un solo sistema co! (di grado 1 ein- 
dice 2) di cubiche piane (ellittiche) situate a coppie nei piani tangenti 
di un cono quadrico, avente per vertice un punto doppio di DI co- 
mune a tutte le cubiche in discorso. 


34, Riassumendo quel che si è detto fin qui possiamo enunciare 
il teorema: 

Esiste un solo tipo generale di superficie normali di 2° specie (a 
curve sezioni di genere 3) nello spazio a quattro dimensioni. Esse sono 
tutte delle superficie del 7° ordine con due reite doppie sghembe (di- 
stinte o infinitamente vicine) e con un fascio ellittico di coniche situate 
nei piani di una V5 (ellittica) normale; e posseggono tutte un sistema 
algebrico oo? di grado 2 e indice 2 di quartiche sghembe ellittiche, 
nel quale è contenuto (parzialmente) un sistema co! di cubiche piane 
(ellittiche) di grado 1 e indice 2. 


35. Rappresentazione sul cono cubico (ellittico) delle superficie 
(normali) di 2% specie dell’ S,. 

Sia F7 una superficie normale di 2* specie dell’$, con le rette 
doppie (sghembe) g ed h e si voglia rappresentarla sopra un cono 
cubico ellittico. 
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Per questo supponiamo in primo luogo che g ed À siano di- 
stinte e proiettiamo la F7 da un punto P di una delle sue rette 
doppie, per es. di g, sopra un $5, «, che non passi per P. 

Il risultato della proiezione sarà una superficie del 5° ordine 
Q5 (di 1° specie) con un tacnodo G nella traccia di g su a, con un 
punto triplo O nella traccia, su «, della retta secondo eui si inter- 
secano i piani delle due cubiche di PF uscenti da P, e con tre rette 
doppie 4°, p' e q' uscenti da O, e immagini, rispettivamente, della 
retta À e delle due cubiche in discorso. Quanto alle coniche di Di, 
esse passano tutte per G e a coppie costituiscono le ulteriori inter- 
sezioni di Dj eoi coni quadrici che passano per @ e per le tre rette 
VW, peg (i). 

Il sistema | C| delle sezioni iperpiane di P sarà rappresentato 
su d da un sistema (004) | C' | di curve del 7? ordine, trisecate da 
p e q, con un punto doppio (fisso) in G e un punto doppio (varia- 
bile) su A'. 

Ora si sottoponga 4$ a una trasformazione quadratiea pren- 
dendo come punto fondamentale il punto G e come conica fonda- 
mentale quella spezzata nelle due rette p' e q'. La superficie d si 
muterà in una rigata biquadratiea, d$, e il sistema | €' | si cangerà 
in un sistema | C^|, segnato su d$, di curve del 6° ordine con un 
punto-base semplice nel punto fondamentale dello spazio di d$ e con 
un punto doppio (variabile) sulla direttrice, A", di d$ corrispon- 
dente alla retta doppia À' di $. Naturalmente ogni curva €" bi- 
secherà, poi, non solo ogni generatrice di Dì, ma anche la sua 
ulteriore direttrice v^. 

Ebbene, si applichi ancora alla Dì una ulteriore trasformazione 
quadratiea prendendo come punto fondamentale un punto di A" (od 
r”) e come conica fondamentale quella spezzata in v" (od A”) e una 
generatrice generica di Di. La $$ si convertirà in un cono cubico 
e su questo il sistema | "| corrispondente a | C"! sarà un sistema 
di curve dell'89 ordine, passanti doppiamente per il vertice, con altri 
tre punti-base doppi e un punto-base seinplice. 


36. Nel n. precedente si è supposto che le rette g ed k fossero 
distinte, ma il ragionamento fatto resta sostanzialmente immutato 


(1) Questa d? è appunto quella che si trova descritta nel già citato lavoro 
del prof. CASTELNUOVO (Atti di Torino, 1890) in una nota a piè di pagina del n. 
10. Notisi come dal fatto che le coniche di e; toccano tutte in G il piano tac- 
nodale segua l'altro che nei punti di g (o di h) le coniche di r tocoano tutte 
un medesimo $,, contenente g (o A) ed l Il che potrebbe vedersi anche per via diretta. 
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nell’ipotesi che le rette g ed % siano infinitamente vicine (t): quindi 
possiamo enunciare il teorema: 

Ogni superficie normale di 2% specie dello spazio a quattro di- 
mensioni è rappresentabile sopra un cono cubico (ellittico) mediante un 
sistema di curve dell?8° ordine, passanti due volte per il vertice, con 


altri tre punti-base doppi e un punto-base semplice. 


37. Le superficie (normali) di 2° specie dello spazio « cinque 
dimensioni. 

Sia ora F una superficie di 2* specie, a curve sezioni di ge- 
nere 3, del” S; e quindi dell'ordine 8. 

Se la F$ si proietta da un suo punto generico sopra un S, si 
ottiene in questo spazio una F7 con due rette doppie, dunque la F$ 
o ha qualche retta doppia, o, se non ne ha, possiede un sistema oo! 
di indice 2 di cubiche piane (ellittiche). Badisi però che se di rette 
doppie ne ha una, ne ha pure una seconda. 

Ciò può esser dimostrato in varia maniera, dopo aver notato 
da una parte che: 

I piani delle coniche di F5 riempiono una VS ellittica normale ; 
dall’altra, per un ragionamento analogo a quello del n. 30, che: 

Nessuna delle coniche di Fë può spezzarsi in una coppia di rette. 

Per esempio, può osservarsi che la V’ riempita dai piani delle 
coniche di F$ ha in generale tre rette doppie: una di queste, di- 
ciamo g, sarà la retta doppia di cui F$ si suppone già dotata. Sia 
h un’altra delle rette doppie della V5: da ogni punto A di À par- 
tono i piani di due coniche di F£ che si appoggiano a g in due 
punti generalmente distinti: quindi PS, di codesti due piani seca 
P$ in g, in due coniche e in una residua curva del 2° ordine. Questa 
curva non può essere una delle altre coniche di Ff, dunque o è 
una ulteriore retta doppia di F? o si raccoglie tutta in g contata 
altre due volte. 

Nella prima ipotesi l'assunto è già dimostrato e l’ulteriore retta 
doppia di F£ è l'ulteriore retta doppia ? di V; nella seconda si 
conclude che tutti gli $, del fascio, avente per asse l'$, che con- 
giunge g eon l, toccano su g le coniche di Ff, il che val quanto 
dire ehe tutte codeste coniche toccano su g 7S, gl Ma allora, in 
questa seconda ipotesi, basta ripetere per i punti di Z il ragiona- 


(4) In questa ipotesi si osserverà che la retta doppia A' di Dì viene a coin- 
cidere con la retta 0G. 
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mento fatto per quelli di À per concludere che À è l’ulteriore retta 
doppia di FS. 

Questo ragionamento porta a un’osservazione che collima con 
quella fatta in nota a proposito della F7 di S,, ma richiederebbe 
considerazioni minute per i casi particolari. Perciò è preferibile ser- 
virsi della seguente considerazione. 

Se la FP avesse una sola retta doppia g, poiché per ogui sua 
proiezione ottenuta da un suo punto sopra uu $, vi sarebbe una 
sezione iperpiana composta di due rette doppie, una conica e una 
retta sempliee, appoggiata alle due rette doppie, e poiché tal retta 
semplice non potrebbe provenire che dalla proiezione della conica di 
F? passante per il centro di proiezione, la superficie F? avrebbe 
delle sezioni iperpiane composte della retta doppia g, di due coniche 
e di una ulteriore linea piana d'ordine superiore a 2. Ciò che è 
manifestamente assurdo. 

Riassumendo, possiamo dire che: 

Le Fë normali di 2% specie delU S; si distinguono in due tipi dif- 
ferenti. Quelle del 1° tipo non hanno rette doppie, ma contengono un 
sistema oo! di cubiche piane (ellittiche), unisecanti le coniche, di grado 
1 e indice 2; quelle del 2° tipo hanno due rette doppie sghembe (che 
possono essere distinte o infinitamente vicine) (1) 


38. Una proprietà eomune delle superficie dei due tipi ora enu- 
merati è quella che risulta dalle seguenti osservazioni : 

a) Sia F una superficie del 1? tipo, cioè supponiamo che 
F? contenga un sistema co! X di cubiche piane (ellittiche) di grado 
1 e indiee 2. 

Due cubiche di F$ si incontrano in un punto, quindi per i loro 
piani passano oo? quadriche dell'S;. Imporre ad una di queste qua- 
driche la condizione di contenere il piano di una terza cubica di 
Ff equivale ad imporle al più quattro condizioni lineari: cosicchè 
vi sono almeno co? quadriche di 8; che passano per tre cubiche di 
Fò. Così proseguendo si trova che vi sono almeno co! quadriche 
che passano per tre cubicbe e due coniche di Fë. Ora se di queste 
quadriche nessuna passasse per Fë avremmo sopra F? un fascio li- 
neare di cubiche piane ellittiche, ciò che è assurdo, perchè queste 
cubiche taglierebbero sopra ogni cubica di J una gl con m» 1, 


(1) L'esistenza effettiva dei due tipi risulterà presto dalle cose che segui- 
ranno nel testo. 
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quindi i loro piani si appoggerebbero in rette ai piani delle cubiche 
di X e l'8, di due di questi piani conterrebbe tutta la superficie F£. 
Se ne trae che F} appartiene a una quadrica e che quindi può de- 
finirsi come la parziale intersezione di una quadrica con una V 
normale, luogo di una co! ellittica di piani; l'intersezione completa 
essendo formata da F$ e da una quaterna di piani. 


b) Supponiamo invece che P appartenga al 2? tipo e 
quindi abbia due rette doppie g e h. Le quadriche per g e 
h sono 00i4; imporre a una tal quadrica la condizione di cor- 
tenere una conica di Fý equivale ad imporle tre condizioni ; 
dunque le quadriche per g, e quattro coniche di F? sono almeno 
co?. Ora se di queste nessuna passasse per Fê avremmo sopra Fs 
una rete di quartiche, e quindi F non sarebbe più una superficie 
di 2* specie. Di qua si trae una conseguenza identica a quella de- 
dotta per le superficie del 1° tipo, dunque: 

Ogni F} (normale) di 2° specie dell’ Sy è parziale intersezione di 
una quadrica e di una VS normale luogo di una co! ellittica di piani. 

Per le superficie del 2° tipo troveremo poi più innanzi un ri- 
sultato ancora più espressivo. 


39. Le FE di S, del 1° tipo. 

Volendo esaminare un po’ da vicino le proprietà delle varie F} 
di Sg gioverà distinguere i due tipi e considerarli separatamente. 

Sia F$ una superficie del 1° tipo e V? la quadrica che la con- 
tiene. 

E chiaro ehe V? contiene per intero i piani delle cubiche del 
sistema J di F?: d'altra parte, X essendo del grado 1, tali piani 
debbono tagliarsi a due a due in un punto variabile su P? e quindi 
non possono né passare per un punto fisso nè tagliarsi a due a due 
sopra una retta, quindi V? è certo una quadriea non specializzata 
e i piani delle eubiche di F? appartengono tutti a uno stesso dei 
due sistemi co? di piani della V?. 

Si concepisca allora la V? in discorso come l’immagine della 
varietà delle rette dello spazio ordinario: la F£ risulterà l'immagine 
di una congruenza di rette con co! punti singolari, vertici di oo! 
coni cubici appartenenti alla congruenza: di più ogni raggio della 
congruenza ne contiene due punti singolari e due punti singolari 
sono sempre congiunti da un raggio della congruenza. Segue che: 

Una F$ del 1° tipo non è altra cosa che Vimmagine nell’S, — 
nell’ordinario senso della geometria della retta — della congruenza 
delle corde di una quartica sghemba di 1° specie. 
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40. Giova che ci fermiamo un momento a esaminare le proie- 
zioni della F del 1° tipo da due suoi punti sopra un $}; così po- 
tremo dedurre alcune conseguenze notevoli relativamente alla con- 
gruenza delle corde della quartica di 1% specie 7/'", di cui essa è 
immagine. 

La proiezione della Fy da due suoi punti generici sopra un S, 
è una Dj con una cubica gobba doppia e con quattro rette doppie 
formanti un quadrangolo gobbo semplice inscritto in essa. Invece se 
essa si proietta da due suoi punti che corrispondano a due corde 
complanari della quartiea 7'5, è chiaro che i centri di proiezione sono 
vertici opposti di un quadrilatero piano completo inscritto in F$, 


e quindi la proiezione risulta una d$ con quattro rette doppie 
uscenti da un punto quadruplo e con una cubica piana doppia avente 
un nodo nel punto quadruplo. Esiste dunque in questo secondo caso 
una sezione iperpiana di F$ passante per i centri di proiezione 
che da essi viene proiettata doppiamente in una cubica piana nodale. 

Vogliamo vedere quale sia nella congruenza delle corde di 7'4 
l’immagine di codesta sezione iperpiana : così troveremo una conferma 
diretta dell'affermazione fatta in seguito ai risultati di (A). 

Siano, per questo, A, B, C, D quattro punti eomplanari di 7'* 
e AB, CD le corde immagini dei centri di proiezione. Posto 
M= AB.CD; N= AD.BCe P= AC.BD si consideri il complesso 
lineare speciale (dello spazio di T+) avente per asse la retta PN: 
dico che questo complesso stacca dalla congruenza delle corde di 
T4 la rigata immagine della sezione iperpiana in discorso, 

Infatti sia RS una corda di I" appoggiata a PN in T, e sia 
X il punto di F? immagine di RS. Proiettare X dai centri di pro- 
iezione, significa considerare il piano asse della rete di ©, che cor- 
rispondono agli co? complessi lineari passanti per AB, CD, ed RS. 
Una tal rete di complessi ha come rigata base una rigata quadrica 
spezzata in due fasci; uno dei fasci è quello di centro M e piano 
A B C D, l’altro è il fascio di centro T e piano RS T M. 

Quindi sarà giustificata la nostra asserzione appena avremo 
fatto vedere che nel piano ES TM vi è un’altra corda di T°4 pas- 
sante per T. 

Siano U e V le ulteriori intersezioni di 7'* col piano RS T M. 
Il piano polare di M, rispetto a una qualunque quadrica del fascio 
passante per /°4, contiene la retta PN, dunque il piano polare di 
T rispetto a una qualunque delle quadriche stesse passa per M. 
In particolare, il piano polare di T rispetto alla quadriea del fascio 
che passa per 7 (e contiene R S T) sarà dunque il piano RS T M, 
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cioè RS TM è il piano tangente in 7 alia quadrica in discorso (che 
passa per U e V); ma allora la retta UV passa per T; c. d. d. 


41. Nell’intento sempre di esaminare le varie proiezioni di PI, 
siano AB e CD due corde di T+ tali che le BD e AC siano gene- 
ratrici di uno stesso sistema di una quadrica Q? passante per /'4; 
siano poi Pag e Pep i punti di F} che rappresentano le corde AB 
e CD di T4, e si immagini di proiettare F sopra un $4, precisa- 
mente dai punti Pap e Pop. 

Le rette AB e CD e tutte quelle della quadrica Q? appoggiate 
ad AC e BD stanno in una congruenza lineare, in quella, cioè, che 
ha per direttrici AC e BD; dunque il piano della conica Ciadi 
F? rappresentata dalla detta schiera rigata di Q? e la retta Pus Pop 
Stanno in un S,. Ciò vuol dire che Pyg Pop è una trisecante 
della V dei piani delle coniche di Di, mentre è soltanto una bi- 
secante della Fò; la proiezione di p? da Pag e Pep riuscirà dunque 
una DI con le coniche situate nei piani tangenti di un cono di 3* 
classe [cfr. (A), n. 44, 45 e seg.], e la conica €; si proietterà dop- 
piamente in quella retta doppia di d$ che in (A) fu chiamata r. 
Stavolta la linea doppia di $5 è formata da cinque rette (cioè v e 
le immagini delle quattro eubiche piane di PF; passanti per Pag e 
Pcp) e da una conica. 

Si può domandare quale sia la linea di Fi che ha per immagine 
codesta conica. 

Ebbene si consideri la schiera rigata di Q? cui appartengono 
BD e AC e la conica C5 di F? di cui essa è immagine. Dei quattro 
punti dove si tagliano, fuori di 74g e Pop, le cubiche di p^ uscenti 
da Pas e Pcp, due, M ed N, stanno su e poichè essi non sono 
altra cosa che le immagini di BD e AC. Considero PS, che passa 
per €;, Pag e Pop. Esso seca ulteriormente F> in una sestica 06 
di genere 2, bisecante le coniche di F> e passante per P4g e Pop; 
la proiezione di Cë da P4g e Pep è dunque una quartiea con un 
punto doppio, oppure, se non riesce biunivoea, una conica doppia. 
Ora à facile vedere che deve verificarsi questa seconda alternativa, 
poichè è facile persuadersi che la proiezione di CÓ ha più di un 
punto doppio. 

Infatti il piano Pas Pep M incontra in un punto ulteriore la 
cubica che passa per Pag ed M e in un punto ulteriore la cubica 
che passa per Pep ed M, e questi due punti situati entrambi su C$ 
si riflettono in un punto doppio della sua proiezione. E lo stesso 
può ripetersi per il piano P4g Pen N; dunque è chiaro che C$ ha 
per immagine appunto la conica doppia di Di. 
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E qui si può aggiungere un’osservazione importante. 

Sopra la d$ del caso attuale una delle co! aggiunte alle sezioni 
piane (che si spezzano tutte in coppie di coniche) è formata dalla 
conica semplice di 45 situata nel piano che ne contiene la conica 
doppia e dalla conica di d$ che si spezza nella retta r contata due 
volte; dunque €? e C? prese insieme forniscono una delle oo! ag- 
giunte alle sezioni iperpiane della Ff. Ciò val quanto dire: 

Le coppie di schiere rigate appartenenti alle varie quadriche pas- 
santi per una quartica sghemba di 1% specie staccano gruppi canonici 
da tutte le rigate di 8° grado e del genere 3 secondo cui la congruenza 
delle corde della quurtica è secata dai vari complessi lineari del suo 
spazio. 


42. Rappresentazione sul cono cubico delle Ff di S, del 1° tipo. 

Dalle cose dette possiamo ricavare agevolmente la rappresen- 
tazione di una F del primo tipo sopra un cono cubico (ellittico) : 
per il che, basterà evidentemente rappresentare sopra un tal cono 
la congruenza delle corde di una quartiea sghemba di 1* specie. 

Ebbene sia Tt la quartica in questione e V un suo punto 
qualunque. 

Per ottenere una rappresentazione della varietà delle corde di I'* 
sui punti del cono cubico che la proietta da V basterà evidentemente 
coordinare ad ogni corda di I'5 quel punto del cono V im cui essa 
seca il cono fuori di T'4. 

In questo modo, infatti, ad ogni corda di /'* vien coordinato 
un punto di V e ad ogni punto di V vien coordinata una corda di 
T'4, poichè per ogni punto di V passano due corde di 7° ma una 
di queste è appunto la generatrice di V che passa per quel punto. 

Sia ora op una delle rigate secondo cui la congruenza delle corde 
di T4 è tagliata da un complesso lineare generico ; o è dell8? grado 
e del genere 3, ha in 7'^ una quartica tripla e contiene tre gene- 
ratrici del cono V. 

Ma allora o taglia il cono V, fuori di Z'* e di codeste tre ge- 
neratrici, in una curva dell’ordine 8.3 — 4.3 — 3 = 9 con un punto 
triplo nel vertice V del cono. 

Si deduce da ciò che le immagini delle rigate staccate dalla 
congruenza delle corde di 7/'4 dai complessi lineari dello spazio am- 
biente, cioè le immagini delle sezioni iperpiane di F?, sono intanto 
eurve del 9° ordine con un punto triplo in V. 

Per trovare le altre singolarità di codeste curve, si noti che il 
cono V passa per i vertici A,, As, As, A, dei quattro coni quadrici 
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passanti per /"5, e che A;(i= 1, 2, 3,4) è l'immagine sul cono V 
di tutte le corde di /'^ che costituiscono le generatriei del cono 
quadrico 4;. Ma allora quelle curve del 9° ordine hanno tutte quattro 
punti doppi in A,, Ao, 4, e A,, poichè ogni complesso lineare con- 
tiene due generatrici di un cono quadrico. 

Per la formula di SEGRE, si vede allora che esse non possono 
avere altre singolarità (atteso che debbono formare un sistema di 
genere 3 — e grado 8 —), quindi: 

Una Fò di Sj del 1° tipo può sempre vappresentersi sopra un 
cono cubico per modo che le immagini delle sezioni iperpiane siano 
curve del 9° ordine passanti tre volte per il vertice e con altri quattro 
punti-base doppi. 


43. Vogliamo ora esaminare se nella costruzione precedente 
possano disporsi le cose in modo che le linee del 9° ordine, imma- 
gini delle sezioni iperpiane di 7}, possano staccarsi dal cono V 
mediante superficie cubiche. 

Per questo si incominei dall'osservare che se M à un punto di 
I" le corde di /'^ uscenti da M riempiono un cono cubico il quale 
taglia il cono V secondo la corda MV, la quartica 74 e una ulte- 
riore quartica Im. Questa quartica Im è immagine sul cono V del 
cono riempito dalle corde di 7'* uscenti da J, cioè l'immagine di 
una delle eubiche di 77. La tangente di T, nel punto V deve es- 
sere una delle generatriei del cono V, cioè una delle corde di 75; 
deve poi esser situata nel piano tangente lungo MV al cono M, 
cioè nel piano che proietta da M la retta g tangente a / in V, 
dunque o è la retta g o è la retta proiettante da V l'ulteriore punto 
H ove il piano gM taglia I7. Naturalmente la prima alternativa va 
esclusa perché altrimenti tutte le oo! quartiche di V per A,, A,, 
Ag; A, (e V) si toccherebbero in V (! dunque la tangente a I, 
iu V è la retta VH. 

Sia ora N un altro punto di T+, K lulteriore punto comune 
al piano gN e a 75, e In la quartica che rappresenta su V il cono 
delle corde di 74 uscenti da N; la retta tangente a 7j, nel punto 
V sarà la retta VK. 


(1) Come abbiamo già detto, è dovuta al SeGRE l'osservazione che per cinque 
punti generici di un cono cubico (ellittico) passano dne quartiche (di 1a specie) 
situate sul cono; ma se di una quartica (irridneibile) situata sul cono si asse- 
guano quattro punti e la tangente nel vertice essa è univocamente determinata. 


28 
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Il complesso lineare speciale di asse MN stacca dalla con- 
gruenza delle corde di /'4 una rigata dell'89 grado spezzata nei coni 
cubici proiettanti 7'5 da M e da N e nella schiera rigata riempita 
dalle corde di /4 che si appoggiano ad MN. Se diciamo P il quarto 
punto di J'^ situato nel piano VMN, la direttrice di questa schiera 
uscente da V è la retta VL che proietta da V lulteriore punto £ 
comune a /' e al piano Pg, dunque VE è l'immagine sul cono V 
della schiera rigata e l'immagine della rigata dell’8° grado in di- 
scorso sarà costituita da Im, I, e VL. 

Ora se la linea del 9° ordine spezzata in Im, I, e VL potesse 
staccarsi dal cono V mediante una superficie del 3° ordine ®, ® 
non potrebbe avere nel punto V che un punto semplice e quindi le 
tangenti in V a Im e Tn, cioè le rette VH e VK, e la retta VL 
dovrebbero stare in uno stesso piano. 

Ebbene vediamo sotto quali condizioni può accadere che le rette 
VH, VK e VL stiano in uno stesso piano. 

Diciamo « l'integrale di 1* specie normale legato alla curva T4 
e wu, il valore che esso ha nel punto X di /7,; poi supponiamo scelte 
le cose in modo che per quattro punti complanari X,, X5, 43, X, 
di /'4 si abbia: 

Un, + M, + Ma, + Mg, = 0. 


Allora si ha, per le ipotesi fatte: 
Uy F Um H wu, 20; 2u, F Un + Up= 0; 2u, + Up += 0; 
Un + Um + Un + up = 0. 


Sommando membro a membro le prime tre congruenze e tenendo 
conto della quarta si ricava: 


but Un + uy +H u=; 


se dunque si vuole che i quattro punti V, H, K ed L stiano in un 
piano occorre e basta che si abbia : 


4, = 0 


cioè occorre e basta che V sia il punto di contatto di uno dei 16 
piani stazionari di T4. 

Ebbene, nel costruire la rappresentazione studiata nel n. pre- 
cedente, si prenda realmente il vertice V del cono cubico in uno 
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dei 16 punti di contatto dei piani stazionari di 7°, cioè in 
uno dei punti in cui 7'5 è tagliata dalle facce del tetraedro 
Ai, 45 43144; e poi siano Im, In due quartiche di V por 
A, Ag) 45, A, e VL la terza generatrice del cono V con- 
tenuta .nel piano che congiunge le tangenti in V a I, e Ij. 
Delle oo? superficie del 3° ordine che passano per Im, ve n'ó co! 
che contengono VL e toccano il cono V in A,, Az, A4, A4. La 
linea base di codesto fascio di superficie cubiche, cui appartiene il 
cono V, si spezza in VL, Im e in una residua quartica, che, do- 
vendo passare per 4,, 43, Az, A, e toccare in V la terza generatrice 
del cono V situata in un piano con V. e la tangente in V a I, 
coinciderà con D, (t); quindi esiste una superficie del 3? ordine che 
seca il cono V in Dm, Za e VL. Ma la curva composta da Im, 
I',e VL è nel caso attuale l'immagine di una sezione iperpiana 
di Fê, dunque le immagini di tutte le sezioni iperpiane di F$ si 
possono staccare dal cono V mediaute superficie del 3° ordine. 

Si conclude che: 

Ogni Fè di Sy del 1° tipo può rappresentarsi sopra un cono cu- 
bico mediante il sistema di linee del 9° ordine (con un punto triplo 
nel vertice del cono e con quattro altri punti-base doppi) staccato dal 
cono mediante un sistema di superficie cubiche che passano pel suo ver- 
tice e lo toccano in quattro punti. 

Anzi, per quanto risulta da quel che precede, si può supporre 
che dei quattro punti-base doppi tre siano pagina li da un piano 
che passi pel vertice del cono. 


44. Le F? di Sj del 2? tipo. 

Una prima osservazione, relativamente alle F; del 2° tipo, è 
che esse contengono un sistema algebrico co? di quartiche sghembe 
costituito da due oo! ellittiche di fasci. 

Infatti sia Ff una superficie del 2° tipo e siano g ed h le sue 
due rette doppie. Supponiamo, per fissar le idee, che g ed h siano 


(4) Per togliere ogni obbiezione è bene osservare che una superficie del fascio 
considerato, diversa dal cono V ha necessariamente in V un punto semplice. In- 
fatti se essa fosse un monoide (l'impossibilità che essa possa essere un cono è 
manifesta) la linea base del fascio si comporrebbe di Diẹ, VL e delle quattro 
retto V4,, VA, VA3, e VA, e quindi starebbero sopra un cono quadrico le cinque 
rette V(L A, 4, 43 44) e la tangente a 75, in V: il che non è possibile data la 
generioità della scelta di Dp a I, (cioè di I, e FL). 
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distinte e consideriamo PS, cui appartengono la retta g e il piano 
di una delle coniche della superficie, Esso è asse di un fascio di 
iperpiani secanti ulteriormente la Fy in quartiche ellittiche, unise- 
canti le coniche di Fy, e codeste quartiche sono necessariamente 
sghembe perchè prive di punti doppi. Facendo variare il piano con- 
siderato fra quelli della Vj, riempita dai piani delle coniche della 
superficie, si ottiene il sistema algebrico co? sopra nominato. 

Che scambiando la retta g con è si torna a trovare lo stesso 
sistema oo? risulterà, con altre conseguenze notevoli, dalle seguenti 
osservazioni (!). 

Prima di tutto è chiaro che ognuna delle quadriche costruite 
partendo dalla retta g si appoggia ad h in un punto: poichè ge /"4 
è l’ulteriore intersezione di Fë con un $, che ne contenga g e una 
conica, il punto ove questa conica si appoggia ad kh dovendo risul- 
tare doppio per la sezione iperpiana complessiva dovrà essere un 
punto semplice di Z4. Di più un iperpiano generico per g ed h se- 
cando ulteriormente F7 in una coppia di coniche incontra T+, fuori 
di g ed A, soltanto in due punti. Ciò significa che /'4 si appoggia 
in un punto non solo ad À, ma anche a 5. 

Diciamo A il punto ove I° si appoggia ad 4, B quello ove si 
appoggia a g. Delle due coniche di F> uscenti da B, una secherà 
I'* soltanto in B, l'altra la incontrerà in un punto ulteriore D (e 
allora sull’ente algebrico oo* di cui Fë è un modello proiettivo per 
questa seconda conica e per /'5 il punto B non è da considerarsi 
come un punto comune), L'S, che passa per h, B e D contiene già 
tre punti della /"* (necessariamente non allineati) dunque ne con- 
tiene anche un quarto; ed esiste un S, per h, B e D che contiene 
T4 per intero. 

Ciò dimostra intanto che il sistema algebrico oc? trovato prima 
partendo dalla considerazione della retta g, coincide con quello che 
si troverebbe partendo dalla considerazione della retta A. 

Ma vi è di più. Diciamo C? la conica che completa una sezione 
iperpiana con I° e con la retta g contata due volte; C? quella che 
completa una sezione iperpiana con /°* e con la retta % contata 
due volte; naturalmente C? passerà per A e e; per B. Il fascio 
di quartiche staccato su Ff dagli iperpiani per g e C? ha una 
quartica (J$) comune col fascio analogo generato dagli iperpiani 


(4) Del resto la cosa stessa risulta subito da ciò che proiettando la fg da 


un suo punto generico sopra un S, si ottiene in questo una Fy con un sistema 
algebrico cot di cubiche piane. 
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per h e 01; d'altra parte su Fà non può esistere una rete di quar- 
tiche sghembe, dunque i due fasci coincidono e tutte le loro oo! 
quartiche passano per A e per B. 

Il resto del considerato fascio di quartiche | *| rispetto al 
sistema delle sezioni iperpiane di Fy è, evidentemente, un altro 
fascio di quartiche | 7'4 | e le quartiche di questo 2° fascio passano 
pure tutte tanto per A, quanto per B; dunque: 

Per ogni punto di una delle rette doppie di F; passano oo! quar- 
tiche sghembe (ellittiche) della superficie. Esse si distribuiscono in due 
fasci lineari e vanno tutte a tagliare Valtra retta doppia in un me- 
desimo punto. In questo modo, fra i punti delle due rette doppie viene 
stabilita una corrispondenza protettiva. 

Notisi ancora che la proiezione di F% fatta dai due punti A e 
B sopra un $4 generico risulta una quadrica doppia, i cui due si- 
stemi di generatrici provengono dai due fasci di quartiche || 

e | T$ |; dunque Fi sta sopra un S,eouo quadrico avente per vertice 
la retta AB. 

Ma allora Py può definirsi come la completa intersezione di tre 
quadriche dell’ S, e nella rete delle quadriche per F4 esistono co! qua- 
driche doppiamente specializzate. Le rette doppie di queste quadriche 
costituiscono una schiera rigata ordinaria. 

Per arrivare a questi risultati noi abbiamo fatto per semplicità 
l'ipotesi che g ed k fossero distinte: ma è chiaro che essi restano 
sostanzialmente immutati anche se g ed k (rimanendo senpi sghembe) 
diventano infinitamente vicine fra loro. 


45. Il teorema dimostrato nel n. precedente può essere invertito 
e così si arriva alla seguente costruzione della F; del 2° tipo. 

Si prendano nell’ $S, due quadriche doppiamente specializzate 
con le rette-vertici, a e b, sghembe fra di loro, e siano g ed h, due, 
fra loro sghembe, delle quattro rette appoggiate ad a e b della Vi 
secondo cui si intersecano le due quadriche. Questa UA è toccata 
in ogni punto di g da un $4, che diremo g, e in ogni punto di h 
da un $ che diremo f. 

Ebbene si consideri una terza quadrica tale che rispetto ad essa 
gli $4 polari di g ed h siano precisamente « e f (e quindi che passi 
per g ed A): la completa intersezione delle tre quadriche in discorso 
sarà precisamente una P; del 2° tipo (1). 


(4) Anche una PP del 2? tipo puà considerarsi come l'immagine di una con- 
gruenza di rette dello spazio ordinario: anzi di una congruenza (del 4? grado) 
che sia intersezione completa di due complessi quadratici, 
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46. Rappresentazione sul cono cubico delle Fý di S4 del 2° tipo. 

Sia F, una superficie di 2^ specie dell'S; del 2° tipo e sia g 
una dele sue due rette doppie. Si proietti Fy da g sopra un 5}: 
il risultato della proiezione sarà una rigata biquadratica e sn questa 
il sistema | O| delle sezioni iperpiane di FÈ sarà rappresentato da 
un sistema | C'| di curve del 6° ordine (con un punto doppio va- 
riabile sopra una delle direttrici della rigata) bisecate dalle genera- 
trici e dall'altra direttrice (che in generale sarà distinta dalla prima). 
Ora tanto se la biquadratica è a direttrici distinte, quanto se è a 
direttrice unica tacnodale, essa si può convertire mediante una tra- 
sformazione quadratica in un cono cubico e attraverso questa tra- 
sformazione le 0’ si cangiano in curve dell'8? ordine con tre punti 
doppi, dunque: 

Ogni F; di 2" specie di S, del 2° tipo si può rappresentare sopra 
un cono cubico (ellittico) mediante un sistema di curve delU89 ordine 
con un punto doppio nel vertice del cono e con altri tre punti-base doppi. 

Notisi che il piano contenente i tre punti-base doppi delle curve 
di 8° ordine ora considerate non passa o passa per il vertice del 
cono secondo che sono distinte o infinitamente vicine le due rette 
doppie della F> corrispondente. Nel caso che il piano non passi per 
il vertice, una delle rette doppie della Fy è rappresentata sul cono 
dalla sezione praticata con quel piano, Paltra ha per immagine il 
vertice, 


47. Sistemi lineari di genere 3 tracciati sul cono cubico (ellittico). 

I risultati di (4) e di questo lavoro mentre dànno la classifi- 
cazione completa delle superticie di 2* specie a curve sezioni di ge- 
nere 3, permettono di risolvere immediatamente il problema della 
riduzione dei sistemi lineari semplici di genere 3 e dimensione non 
inferiore a 3 tracciati nel cono cubico ellittico, quando siano posti 
a riscontro con quelli già conseguiti dai professori CASTELNUOVO e 
DE FRANCHIS (!). 

E infatti un tal sistema può considerarsi come il sistema rap- 
presentativo di una superficie irregolare a curve sezioni di genere 
3 di uno spazio a tre o più dimensioni: e allora tale superficie o 
è dell'ordine 4, e quindi, se non è proiezione da qualche suo punto 
di una superficie iperspaziale, è una delle superficie con co! eubiche 


(3) CASTELNUOVO, loc. cit. (Atti di Torino, vol. XXV, 1890); Dx FRANCHIS 
(Rendic. Circolo Mat. di Palermo, tom. XIV, 1890). 
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gobbe trovate dal De FRANCHIS, o è di un ordine maggiore di 4 
e allora o rientra fra le superficie trovate dal CASTELNUOVO 0 è 
una di quelle trovate in questo lavoro. 

Segue che: 

Se | O| è un sistema lineare semplice, almeno tre volte infinito, 
di curve di genere tre segnato sopra un cono cubico ellittico, esso è 
sempre (birazionalmente o cremonianamente (*)) riducibile : 

a) a un sistema di curve del 9° ordine, non passanti per il ver- 
tice, con due punti-base tripli, un punto-base doppio e un punto-base 
semplice (DE FRANOHIS); oppure 

B) a un sistema di curve del 6° ordine, non passanti per il ver- 
tice, con un punto-base doppio e, se occorre, con altri punti-base sem- 
plici (CASTELNUOVO); oppure 

y) a un sistema di curve dell’ordine 9 — u, passanti 3 — u volte 
per il vertice del cono, con altri 4 — u punti-base doppi (u = 0,1) e, 
se occorre, con qualche punto-base semplice. 

Eccettuato poi il caso f) in cui il sistema di curve del 6° ordine 
si può staccare dal cono mediante quadriche, in tutti gli altri casi i 
sistemi di curve che si presentano come sistemi tipici possono essere 
staccati dal cono mediante superficie cubiche. 


Roma, 19 marzo 1910 


(4) Vedi l’ultima nota a piè di pagina della Memoria del DE FrkancHIA 
ora cituta. i 
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